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Vorwort des Herausgebers.

Mit dem vorliegenden vierten Bande findet das Gesammtwerk von
Gustav Kirchhoff iiber mathematische Physik seinen Abschluss.
Derselbe giebt den Inhalt der Vorlesungen wieder, welche der Ver-
ewigte iiber die Lehre von der Wirme, zuletzt in den Sommer-
semestern 1876, 1878, 1880, 1882 und 1884 an der Berliner Universitit
gehalten hat, auf Grund des von ihm selber verfassten und redigirten
.Collegienheftes. Zum unmittelbaren Abdruck war dieses allerdings
ebensowenig geeignet wie die bisher herausgegebenen Hefte, da seine
einzelnen Theile verschiedenartigen Umarbeitungen lterer Darstellungen
entstammen und daher nicht immer in unmittelbarem Zusammenhang
miteinander stehen. Manches ist auch in doppelter Redaktion vor-
handen, so dass nur die neueste Fassung beriicksichtigt werden konnte.
Dennoch liess sich die Herausgabe ganz nach denselben Grundsitzen
bewirken, die beim dritten Bande fiir mich massgebend waren, indem
die vorgenommenen Aenderungen sich ausschliesslich auf die formelle
Seite zu erstrecken brauchten, so auf die redaktionelle Vervollstin-
digung einzelner Sitze, die Durchfilbrung einer einheitlichen Be-
zeichnung, die Verbesserung einiger weniger Schreibfehler. An
Stellen, wo sich im Zusammenhang eine, iibrigens stets nur unbe-
deutende Lficke zeigte, konnte dieselbe leicht aus den Zuhorerheften
erginzt werden, die mir auch fiir diesen Band von einigen wissen-
schaftlichen Bekannten in dankenswerther Weise zur Verfiigung ge-
stellt waren.

Alle Bemerkungen, die ich im Interesse des leichteren Verstind-
nisses fiir nothwendig oder wiinschenswerth hielt, und die mir die
bekannte gedringte Darstellungsweise des Verfassers verhédltnissmiissig
hiufig nahelegte, habe ich wieder in besondere Anmerkungen ver-
wiesen, da ich Hoffte, dem Bediirfniss des Lesers, wenn auch gewiss
nicht allenthalben, so doch wenigstens in einigen Punkten damit ent-
gegenkommen zu konnen. Wihrend ich mich so in Bezug auf die
Form und den Zusammenhang des Vorgetragenen in allen Stiicken
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als verantwortlich betrachte und jederzeit gern bereit sein werde,
ilber jede Einzelheit der mitunter schwierigen Entwicklungen nach
besten Kriiften Rechenschaft zu geben, habe ich dagegen nach der
materiellen Seite hin jeden Versuch einer Erweiterung grundsitzlich
vermieden, weil dadurch das Werk in seiner Bedeutung geéndert
worden wire., So wie dasselbe sich hier darstellt, kann es als ein
getreues Abbild der von dem Verfasser wirklich gehaltenen Vortriige
gelten, und dadurch die durch seinen vorzeitigen Tod in dem grossen
Werke seines wissenschaftlichen Lebens geschaffene Liicke, welche
unausfiillbar ist, hoffentlich einigermassen iiberdecken helfen.

Bei der Herstellung des druckfertigen Manuscripts und des In-
haltsverzeichnisses, insbesondere auch bei der Controllirung und Er-
gilnzung der Citate, sowie spiiter bei der Correktur hat mich Herr
Dr. Eugen Rober in dankenswerther Weise unterstiltzt.

Berlin, im December 1893,
Max Planck.
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Einleitung. — Wirme als Bewegung. — Annahme, dass die Materie stetig den

Raum erfiillt. — Reine Warmelehre, — Temperatur. — Wirmemenge. Speci-

fische Wirme. — Leitung der Warme. — Richtung und Intemsitdt des Warme-

stroms, — Leitungsfihigkeit, innere und #ussere. — Grundgleichung fiir die
Wiarmeleitung.

§ 1

Es ist die Aufgabe der Physik, gewisse Klassen von Erschei-
nungen, die sogenannten physikalischen Erscheinungen, zu erforschen,
iibersichtlich zu ordnen und so einfach wie moglich darzustellen.
Von allen physikalischen Erscheinungen sind die einfachsten, d. h.
diejenigen, die dem Verstindniss am nichsten liegen, die Bewegungs-
Erscheinungen, welche den Gegenstand der Mechanik ausmachen. Die
wenigsten Grundanschauungen kommen hier vor, némlich nur die
des Raumes, der Zeit und der Materie. Manche andere Begriffe
treten freilich neben diesen noch auf, wie die der Geschwindigkeit,
Beachleunigung, Kraft, Arbeit und andere. Das sind aber nicht
Grundbegriffe, sondern sie sind aus jenen mit mathematischer Schirfe
ableitbar. Sie sind eingefiihrt, weil mit ihrer Hilfe die Gesetze der
Bewegungen sich leichter aussprechen lassen. In allen anderen Ge-
bieten der Physik kommen neue, wesentlich verschiedene Begriffe
hinzu, so z B. in der Optik die der Lichtstirke, der Farbe, des
Polarisationszustandes. Ist freilich die Hypothese, die der Undulations-
theorie des Lichtes zu Grunde liegt, richtig, so sind diese Begriffe
auf die der Mechanik zuriickzufithren; es besteht dann das Licht in
Schwingungen, deren lebendige Kraft die Lichtstirke, deren Dauer
die Farbe und deren Richtung den Polarisationszustand bedingt.
Diese Hypothese ist so einfach und die Folgerungen, die mit Strenge
aus ihr gezogen werden kdnnen, sind in so guter, wenn auch nicht
vollstindiger Uebereinstimmung mit der Erfahrung, dass dieselbe
sehr geeignet ist, als Ausgangspunkt bei der Darstellung der optischen
Erscheinungen zu dienen.

Man hat die Hypothese aufgestellt, dass alle physikalischen Er-

scheinungen, also auch die durch die #Wdrme bedingten, die in diesen
Kirchhoff, Theorioc der Wiirme. 1
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Vorlesungen uns beschiftigen sollen, auf Bewegungen beruhen, dass
die ganze Physik also auf Mechanik zurfickzufilhren sei. Wire das
gelungen, so wire in Bezug auf die Einfachheit der Darstellung das
denkbar Hochste geleistet; die genannte Zuriickfilhrung ist daher ein
Ziel, das im vollsten Masse werth ist, erstrebt zu werden. Die Frage,
ob es kein eingebildetes ist, ob wirklich alle physikalischen Erschei-
nungen auf Bewegungen beruhen, ist gleichbedeutend mit der Frage,
ob die kleinsten Theilchen der Materie keine andere Verinderungen
erleiden, als Ortsverinderungen. Nach dem unmittelbaren Zeugniss
unserer Sinne miissen wir freilich diese Frage entschieden verneinen;
die Aenderungen des Aggregatzustandes, der chemischen Beschaffen-
heit, der Temperatur, des elektrischen Zustandes und anderer Eigen-
schaften scheinen uns nicht Bewegungen zu sein. Aber das unmittel-
bare Zeugniss unserer Sinne ist nicht entscheidend. Es nehmen diese,
auch wenn sie bewaffnet sind mit allen Hilfsmitteln, die die Kunst
geschaffen hat, nicht Rdume wahr, deren Dimensionen unterhalb ge-
wisser Grenzen liegen, und erkennen nicht, was in einem solchen
Raume vorgeht; sie fassen nur gewisse Mittel von den Ereignissen
auf, die in sehr vielen so kleinen Rdumen stattfinden, und erhalten
denselben Eindruck, wie wenn die Materie stetig den Raum erfillt
und die Bewegung stetig im Raum sich &ndert; nur an Fléchen,
nimlich an den Grenzflichen sich berithrender Kérper, konnen sie
plotzliche Aenderungen der Beschaffenheit und der Bewegung der
Materie erkennen. Wenn in Riumen, die durch ibre Kleinheit sich
der Wahrnehmung entziehen, Verschiedenheiten in Bezug auf diese
bestehen, wenn etwa die kleinsten Theile der Materie durch Zwischen-
rdume getrennt sind, so konnen wir das nicht sehen, und Aende-
rungen, die in diesen Entfernungen eintreten, als solche nicht er-
kennen. Es ist moglich, dass die Aenderungen der Temperatur, des
Aggregatzustandes u. s. f. in solchen relativen Bewegungen bestehen.
Das ist in der That die Ansicht, die man zu Grunde legt, wenn man
behauptet, dass die siémmtlichen physikalischen Erscheinungen auf
Bewegung beruhen.

§ 2.

Sie kénnten erwarten, dass ich damit beginne, die genannte
Hypothese in Bezug auf die Wirmeerscheinungen zu priicisiren, dann
Folgerungen aus ihr ziehe und diese Folgerungen mit den beobach-
teten Thatsachen zusammenstelle. Es kann gegenwiirtig ein solcher
Weg aber noch nicht eingeschlagen werden, da die Vorstellung, die
man sich bis jetzt von der Wirmebewegung hat bilden konnen, noch
zu unklar ist und noch nicht in geniigender Weise der Rechnung
unterworfen werden kann. Noch am meisten ausgebildet ist diese
Vorstellung fiir die Gase. Man nimmt an, dass hier die Molekiile
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(die in dem kleinsten Raume, dessen Dimensionen uns noch wahr-
nehmbar sind, in ungeheurer Zahl vorhanden sind) bunt durch ein-
ander schwirren, etwa wie die Miicken in einem Miickenschwarm.
In gerader Linie soll ein jedes dieser Molekiile fortgehen, bis es mit
einem zweiten zusammenstdsst und von diesem in eine neue Bahn
geschleudert wird. Das Wesen dieser Zusammenstosse ist noch sehr
dunkel; je nach der Beschaffenheit, die man den Molekiilen beilegt,
hat man diese sich anders zu denken. Noch weniger weiss man von
der Bewegung der Molekiile bei festen und tropfbar fliissigen Korpern;
nur soviel steht fest, dass auch hier die #usserste Unregelmissigkeit
herrscht, so dass bei Molekiilen, die ganz nahe bei einander sich
befinden, in demselben Augenblicke alle moglichen Geschwindig-
keiten und Bewegungsrichtungen vertreten sind. Erwigt man, dass
gegenwirtig die Hilfsmittel der Mathematik nicht einmal ausreichen,
um genau die Bewegung dreier Himmelskorper anzugeben, die nach
dem Newton’schen Gesetze sich anziehen und als materielle Punkte
zu betrachten sind, so giebt man leicht zu, dass die Vorstellung von
der Beschaffenheit der Korper, auf die ich eben hingewiesen habe,
nicht geeignet ist, als Ausgangspunkt fiir strenge Schlisse zu
dienen und scharfe Definitionen der Begriffe, auf die die Erschei-
nungen gefithrt haben, zu ermdglichen. Um zu dem Verstindniss
dieser Begriffe zu gelangen, muss man von Vorstellungen aunsgehen,
die unmittelbarer sich an die Erscheinungen anschliessen und zu-
gleich durch Rechnung leichter verfolgt werden kénnen. Wir wollen
deshalb zuniichst die Annahme festhalten, die auch bei der Ent-
wicklung der Mechanik zu Grunde gelegt wird, dass die Korper nicht
gps discreten Molekillen bestehen, sondern die Materie stetig den
Raum, den die Korper einnehmen, erfillt und dass, wenn relative
Bewegungen ihrer - Theile stattfinden, diese Bewegung stetig von
Punkt zu Punkt variirt. So lange wir das thun, miissen wir dann
freilich darauf verzichten, die Begriffe der Wirmelehre auf die der
Mechanik zurtickzufithren; wir milssen annehmen, dass die Theile
der Materie ausser den Ortsverinderungen noch andere (qualitative)
Aenderungen erleiden konnen und haben die Temperaturinderungen
zu diesen zu rechnen.

Strenge gemommen giebt es keine physikalische Erscheinung,
bei der neben Bewegungen nicht noch -andere Aenderungen der
Materie stattzufinden scheinen — also, wie wir von dem Standpunkte,
auf welchen wir uns eben gestellt haben, sagen miissen: stattfinden —.
Temperaturinderungen fehlen nie, bei jeder Bewegung niémlich tritt
Reibung ein und Reibung erregt Wirme. Aber bei vielen Be-
wegungserscheinungen sind die Aenderungen der Temperatur und
anderer Eigenschaften der Materie unmerklich; diese Erscheinungen

sind es eben, die den Gegenstand der Mechanik oder, wie ich lieber
1*
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sagen mochte, der reinen Mechanik bilden. Andererseits gehen
Temperaturinderungen nie ohne Bewegung vor sich; #ndert doch
jeder Korper sein Volumen, wenn seine Temperatur eine andere
wird; und bei der Aenderung seines Volumens findet eine relative
Bewegung, also eine Bewegung seiner Theile statt. Bei manchen
Erscheinungen sind aber die Bewegungen, welche neben Temperatur-
inderungen vorhanden sind, der Art, dass man sie ausser Acht lassen
darf. Solche Erscheinungen, die Erscheinungen namlich, bei denen
ausschliesslich Temperaturdnderungen in Betracht gezogen zu werden
brauchen, bilden den Gegenstand des Gebietes der Physik, mit dem
wir uns hier zuerst beschiftigen wollen und das nicht unpassend
reine Wdrmelehre genannt werden kann. Spiter werden wir uns
dann zur mechanischen Wérmelehkre, d. h. zu den Erscheinungen wen-
den, bei denen sowohl Temperaturinderungen als Bewegungen zu
beriicksichtigen sind.

§ 3.

Der Hauptbegriff, mit dem wir es hier zu thun haben, ist der
der Temperatur. Jedermann hat aus dem gewdhnlichen Leben eine,
wenn auch nicht ganz klare Vorstellung von dem, was man mit
diesem Namen bezeichnet. Man spricht von gleichen, von grosseren
(oder hoheren) und kleineren (oder niedrigeren) Temperaturen. Die
Temperatur ist also eine Grdsse und zwar eine, die im Allgemeinen
von einem Punkte eines Korpers zum anderen, und in demselben
Punkte mit der Zeit sich éndert. Spricht man schlechtweg von der
Temperatur eines Korpers in einem gewissen Augenblick, so setzt
man voraus, dass sie in allen seinen Punkten dieselbe ist. Wir
wollen fiirs Erste annehmen, dass die Angabe eines gewahnliche.;l
Thermometers die Temperatur seines Quecksilbers ist; wir werden
sehr bald sehen, wie man dann mit Hilfe dieses Thermometers die
Temperaturen anderer Korper messen kann.

Die ganze Aufgabe, die man in der reinen Warmelehre zu lésen
hat, ist, anzugeben, wie unter gegebenen Verhiltnissen die Tempe-
ratur in einem Kérper oder in einem System von Kérpern von Punkt
zu Punkt und von einem Augenblick zum andern variirt. Es ist das
aber direct in einfacher Weise nicht zu machen. Um viele Fille
zusammenzufassen und einfache allgemeine Sitze aufstellen zu konnen,
ist die Einfilhrung zweier Hilfsbegriffe nothig gewesen: der Begriffe
der Widrmemenge und der specifischen Wdrme. KEs spielen diese hier
eine dhnliche Rolle, wie gewisse Hilfsbegriffe in der Mechanik.
Die Aufgabe der Mechanik ist es, die Orte anzugeben, an denen die
Korper oder Korpertheile, die mnan betrachtet, in irgend einem Augen-
blicke sich befinden. Um das in iibersichtlicher Weise zu thun, hat
man gewisse Hilfsbegriffe eingefithrt, von denen die wichtigsten sind :
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die der Geschwindigkeit, der Beschleunigung, der Kraft (priciser der
bewegenden Kraft) und der Masse. Alle diese Begriffe sind nur Hilfs-
mittel, die es moglich machen, die Ortsinderungen der Kdrper in
einfacher Weise anzugeben, Von &hnlichem Nutzen ist in der Wirme-
lehre die Einfithrung der Begriffe der Wirmemenge und der speci-
fischen Wirme.

. Der Ausspruch ,einem Korper ist eine Wirmemenge zugefiihrt*
ist in der reinen Wirmelehre, mit der wir uns jetzt beschiftigen,
gleichbedeutend mit dem Ausspruch ,,die Temperatur desselben ist
gestiegen'‘ und ,,einem Korper ist eine Warmemenge entzogen* heisst
ebensoviel wie ,seine Temperatur ist gesunken.“ Statt zu sagen:
,einem Korper ist eine Wiarmemenge entzogen*’, werden wir auch
den Ausdruck gebrauchen: ,ihm ist eine negative Wirmemenge zu-
gefiihrt." Es bezeichne & die Temperatur eines Korpers, d® einen
unendlich kleinen Zuwachs derselben, dQ die entsprechende zu-
gefilhrte Wirmemenge, m die Masse, ¢ eine von der Natur des
Korpers abhingige positive Grosse, die man seine specifische Wirme
nennt; dann besteht die Gleichung

A0 =mcd®.
Aus dieser Gleichung kann (m als bekannt vorausgesetzt) d9 be-
rechnet werden, wenn d0Q und ¢ angegeben sind. Auf die Be-
stimmung von 49 kommt es, wie gesagt, immer an; man macht
einen Umweg, indem man, statt diese eine Grdsse direct anzugeben,
die zwei Grossen d0 und ¢ angiebt, aus denen jene erst zu berechnen
ist. Dieser Umweg ist ganz éhnlich einem, den man in der Mechanik
macht, und ist durch dieselben Riicksichten geboten. Bei der Be-
wegung eines materiellen Punktes kommt es darauf an, seine Orts-
dnderungen zu bestimmen; diese konnen ermittelt werden, wenn filr
einen Augenblick der Ort und die Geschwindigkeit und fiir alle
Werthe der Zeit die Beschleunigung bekannt ist. Statt nun diese
Beschleunigung selbst anzugeben, giebt man zwei Grossen an, deren
Verhilltniss sie ist: die Kraft, die auf den Punkt wirkt, und seine
Masse, Die Masse ist ein Hilfsbegriff, der niitzlich ist, weil, wie die
Erfahrung gelehrt hat, fiir die Kriifte sich einfachere Sitze aufstellen
lassen, als fiir die Beschleunigungen. Ebenso ist die specifische
Wiérme ein Hilfsbegriff, der nfitzlich ist, weil fiir die zugefithrten
Wiarmemengen einfachere Gesetze gelten, als fiir die Temperatur-
inderungen. In der Mechanik hat man den wichtigen Satz aus-
sprechen konnen, dass die Kriifte, die auf einen materiellen Punkt
wirken, stets von anderen materiellen Punkten herriihren, und dass
die Krifte, die zwei materielle Punkte auf einander austiben, immer
gleich und entgegengesetzt sind. Fiir die Warmelehre gilt der ent-
sprechende Satz, dass die Wiarmemenge, die einem Korper zugefiihrt
wird, stets von anderen Korpern herkommt, und dass, wenn zwischen
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zwei Korpern ein Uebergang von Wirme stattfindet, dem einen soviel
zugefilhrt als dem anderen entzogen wird. Hier tritt aber noch der
wichtige Umstand hinzu, der in der Mechanik nicht sein Analogon bat
und der gerade den Angelpunkt der ganzen Wirmelehre bildet, dass
eine positive Wirmemenge immer von einem wirmeren zu einem
kalteren Korper iibergeht, nie von einem kilteren zu einem wirmeren
und auch nicht von einem Kborper zu einem anderen von gleicher
Temperatar.

§ 4.

Denken wir uns zwei Korper, die nur mit einander, aber nicht
mit anderen Wirme austauschen kdnnen. Haben sie verschiedene
Temperaturen, so geht Wirme von dem wirmeren zum kiilteren tiber.
Dieser wird wirmer, jener wird kilter; die Temperatur eines jeden
von ihnen &ndert sich also mit der Zeit. Nehmen wir bei einem von
ihnen wahr, dass seine Temperatur mit der Zeit sich nich¢ dndert, so
konnen wir daraus schliessen, dass die Temperaturen beider gleich
sind. Hierauf beruht jede Messung der Temperatur eines Kbrpers
mit Hilfe des Thermometers. Das Quecksilber dieses ist der Korper,
bei dem wir das Gleichbleiben der Temperatur daran erkennen, dass
der Stand derselbe bleibt. Die Unsicherheit der Temperaturmessungen
hat zum grossten Theile darin ihren Grund, dass die Voraussetzung
nicht stfenge zu erfilllen ist, dass der fragliche Korper und das Ther-
mometer allein mit einander Wiarme austauschen kdnnen.

Haben die beiden Kérper nicht gleiche Temperatur, sondern der
eine die Temperatur &,, der andere die Temperatur &,, so milssen
diese mit der Zeit sich #ndern, die eine wachsen, die andere ab-
nehmen. Nach einiger Zeit moge aus &, &,-4-4d9,, aus &, &,4d9,
geworden sein, wo von den Grissen d®,, dd, die eine positiv, die
andere negativ sein muss und beide unendlich klein sein mbgen.
Dieselbe Wirmemenge ist dem einen Kérper zugefithrt, dem anderen
entzogen. Sind m,, m, ihre Massen, ¢,, c, ihre specifischen Wirmen,
so ist daher

m,c,d¥, 4+ m,c,d®, = 0. .
Sind d#, und 49, gemessen und m, und m, bekannt, so ist aus
dieser Gleichung ¢, : ¢, zn berechnen.

Hierauf beruhen die Methoden zur Bestimmung der specifischen
Wirmen. Die Hauptschwierigkeit bei diesen liegt auch darin, An-
ordnungen zu treffen, in Folge deren nicht dritte Kérper merkliche
Wirmemengen abgeben oder aufnehmen,

Die Krifte, mit denen die Korper auf einander wirken, zerfallen
in zwei Klassen: in solche, die in die Entfernung wirken, wie z. B.
die von der Gravitation herriihrenden, und in die Drucke, die sich
berithrende Korper auf einander ausiiben, Dem entspricht es, dass
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auch der Uebergang der Wirme von einem heisseren zu einem kil-
teren Korper auf doppelte Weise geschehen kann: durch Straklung,
wenn die Korper von einander entfernt sind, durch Leitung, wenn
sie sich beriihren. Strahlung findet aber nur in gewissen Kérpern
statt, in solchen, die man diatherman nennt. Wir wollen hier die
Wirmebewegung in Korpern betrachten, die nicht diatherman sind,
in denen also nur Leitung der Wiarme stattfindet. Man nennt sie
athermane Korper.

§ 5.

Es seien xzyz die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in
einem athermanen Korper, & die Temperatur in diesem Punkte zur
Zeit t; wir wollen untersuchen, wie & mit #, y, z und ¢ in Folge
der Wirmeleitung sich @ndert.

Wir denken uns im Innern des Korpers eine geschlossene Fliche,
die einen Theil desselben vollstindig begrenzt. Diesem Theile giebt
der andere in dem Zeitmoment d¢ eine gewisse, positive oder negative
Wiarmemenge ab, die, wie wir sagen konnen, durch die gedachte
Fliche von aussen nach innen hindurchfliesst. Jedes Element der
Fliche, ds, trigt einen Theil zu dieser bei; es fliesst durch ds in
dt von Aussen nach Innen eime gewisse Wirmemenge. Wir be-
zeichnen durch n die nach Innen gerichtete Normale von ds und
setzen die zuletzt genannte Warmemenge gleich

dt ds gqn.
Die ganze Wirmemenge, die der abgegrenzte Theil in d¢ gewinnt,
ist dann

dt | g ds.

Die Grosse g, hingt dann ab von dem Orte von ds, also seinen
Coordinaten und von der Richtung von s, némlich von der Richtung
von ds und der Seite, nach der n gekehrt ist.

Wir wollen untersuchen, wie ¢, an demselben Orte mit der
Richtung von 7 sich #@ndert, und beweisen zunichst, dass ¢, den ent-
gegengesetzten Werth annimmt, wenn n die entgegengesetzte Richtung
erhilt. Wir denken uns ein unendlich kleines rechtwinkliges Parallele-
pipedon, dessen Kanten die Lingen a b ¢ und beliebige Richtungen

haben. Das Integral f gnds, bezogen auf die Oberfliche desselben,

schreiben wir

bc(% + q::') + ca(Qb + QOI) + ab(Qc + q;)-
Es muss dieses, falls die Temperatur des Parallelepipedons sich nicht
unendlich schnell #indert, von der Ordnung von abe, also

q.,-};q,,’_i_q,,-!;qb' +q,-l;q¢’
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nicht unendlich gross sein. Nehmen wir a als unendlich klein gegen
b und ¢ an, so wiirde, wenn ¢, + ¢, nicht gleich Null wire, das
erste Glied dieser Summe ihre Grossenordnung bestimmen und es
wilrde die Summe unendlich gross sein. Daraus folgt

da + ¢ = 0.
Die beiden Flichenelemente, auf die ¢, und g, sich beziehen, sind
unendlich nahe, d. h. an demselben Ort, ihre Normalen sind aber
entgegengesetzt gerichtet; die Gleichung ¢, 4 ¢,/ = O spricht also
den behaupteten Satz aus.

Um nun vollstindig zu finden, wie ¢, mit der Richtung von n
sich #ndert, denken wir uns unendlich nahe an einem Flichen-
element, auf der Seite, nach der n gerichtet ist, einen Punkt P
und legen durch diesen drei Ebenen parallel den

Fig;l. Coordinatenebenen. So erhalten wir ein Tetraeder.
Fir die Oberfliche dieses bilden wir ‘/ gnds. Es
P sei / die Seitenfliche des Tetraeders, die einen Theil
der urspriinglich gedachten Ebene ausmacht; der auf
y sie beziigliche Theil des Integrals ist
* £

Wir bilden nun den Theil des Integ;als, der sich auf die zur x Achse
senkrechte Seitenfliche bezieht. Dabei unterscheiden wir die zwei
Fille: dass die dussere Normale dieser Fliche parallel der positiven
x Achse oder ihr entgegengesetzt ist, d. h. dass
cos (nx)
positiv oder negativ ist. Im ersten Falle ist die Grosse der Fliche
fcos (nx), im zweiten — f cos (nx)

und das betreffende ¢ ist im ersten

— ¢, im zweiten - ¢,
wenn ¢, = ¢, fir den Fall gesetzi; wird, dass n parallel der x Achse
ist. In beiden Fillen ist also der genannte Theil des Integrals

— [¢= co8 (nz).

Bei dhnlicher Bedeutung der neu eingefiihrten Grdssen ist daher

'/ds gn = [(gn — ¢z co8 (nx) — g, cos (ny) — g, cos (nz)).
Sind die linearen Dimensionen des Tetraeders von der ersten Ordnung
unendlich klein, so ist / von der zweiten, das Integral aber von der
dritten unendlich klein; es muss also der Faktor von / unendlich
klein sein, d. h.
gn = ¢z 08 (nx) -} ¢, cos (ny) 4 ¢, cos (nz).

Wir bezeichnen durch i eine positive Griosse und zugleich eine Rich-
tung, die so gewihlt sind, dass



Leitungsfihigkeit, innere. 9
gz =1co8 (¢x), g, =1 cos(iy), ¢,=1icos (iz);

dann wird diese Gleichung
gn =i co8 (in).

Aendert sich die Richtung n, so ist also g, mit cos (in) pro-
portional. Man nennt die Grisse i die Inlensitdt, die Richtung i die
Richtung des Wdrmestroms im Punkte (zyz); ¢., ¢y, ¢, heissen die
Componenten des Wiarmestroms.

§ 6.

Nun ist noch anzugeben, wie g., ¢,, ¢, oder Grosse und Rich-
tung ¢ von x, y, z abhingen. Erfahrungsmissig kann man setzen

0o L 09
— 4z =0y 5 + a;, 2y + a4 0

0% L] 0%
— 4y =0y 55 + % 5y 3y + ay 77
4 08 od
— & "'aslg; + a5 5y + a5 55
wo die neun Grdssen a nur von der Beschaffenheit (einschliesslich
Temperatur) des Korpers im Punkte (xyz) abhéingen; sie heissen die
Coefficienten der W drmeleitung.

In einem wichtigen Falle: dem Falle, dass der Korper isotrop
ist (sich nicht verschieden in verschiedenen Richtungen verhilt, wie
die Krystalle es thun), sind an Stelle dieser Gleichungen die ein-
facheren zu setzen
L
oz

0%
=k — 3y

09
ko

—_—, ==

Sie sprechen aus, dass die Richtung des Wirmestroms immer senk-
recht zu den Flichen © = const., d. h. zu den isothermen Flichen
ist. Die Grosse 4 nennt man die Wdrmeleitungsfdahigkeit des
Korpers.*)

Die gemachten Angaben machen es mdglich, eine partielle Diffe-
rentialgleichung aufzustellen, der & geniigen muss. Wir haben

fq. ds = | g5 cos (nx)ds 4 | ¢, cos (ny) ds 4 | ¢. cos (nz2) ds.

Es sei dz ein Element des von der Fliche s begrenzten Volumens;
dann ist, falls ¥ irgend eine stetige Function von z, y, z ist,

%) Nach dem 8. 6 ausgesprochenen Satze ist k¥ positiv. D. H.
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ov
f% dt = — | V cos (nx) ds

f@l’ dt = —fV cos (ny) ds

oV

08
Wir nehmen an, dass die Beschaffenheit des Korpers, wenn er nicht
homogen ist, sich stetig @ndert; dann sind auch ¢,, ¢,, ¢, als stetig
anzunehmen und unsere Gleichung wird

fots = —[(%e %5 4 )

Da der Raum, dessen Element dz ist, beheblg gewihlt werden kann,
so ist hiernach die einem Element dz in der Zeit d¢ zugefiihrte
Wirmemenge gleich

— dz dt (8q,+9q,, + 3«.)

Ist u die Dichtigkeit, ¢ die specifische Wirme im Element dz, so
ist diese Wirmemenge aber auch gleich

dr dit cy aa?

dv = — | V cos (nz) ds.

Daraus folgt
04q, 8q, o4, 09
RS A R
Fir einen isotropen Korper wnrd diese Gleichung:
29 Y 08
3("%) n "’( ay) n 3(’"“@7) —on 87
bw oy oz P

§ 7.

In einem Korper, in dem die Beschaffenheit der Materie sich
nicht sprungweise éndert, sind, wie schon bemerkt, ¢., ¢y, ¢, stetig
und auch & ist stetig. Sehen wir nun zu, wie es sich mit der Stetig-
keit dieser Grossen an der Grenzfliche zweier verschiedener Korper
verhiélt. & erleidet auch hier keinen Sprung, aber ¢., ¢,, ¢, erfahren
im Allgemeinen Spriinge. Wiederum stetig ist aber ¢,, wenn das
Element ds, worauf ¢, sich bezieht, ein Element der Grenzfliche
beider Korper ist. Die Nothwendigkeit hiervon sieht man durch eine
Betrachtung ein, wie wir sie schon angestellt haben., Wir denken
uns ein unendlich kleines rechtwinkliges Parallelepipedon, dessen
Kanten die Léngen a, b, ¢ haben und von dem ein Theil in dem
einen Korper, der andere in dem anderen liegt; die Kanten von der
Linge a sollen senkrecht auf der Grenzfliche stehen. Die Wirme-
menge, welche diesem in der Zeiteinheit zugefiihrt wird, ist bei der
schon gebrauchten Bezeichnung
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be(ga + 94) + cale + @) + ab(g. + ¢2).

Diese muss von der Ordnung abc sein. Nimmt man a als unendlich
klein gegen » und ¢ an, so folgt hieraus genau wie in dem vorher
betrachteten Falle,

%+ ¢ =0,

wodurch gerade die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.

Bei Versuchen iiber Warmeerscheinungen hat man es oft mit
einem festen Korper zu thun, der sich in einer lebhaft bewegten
Flissigkeit befindet. Die Vorgénge, die dabei stattfinden, mit Ge-
naunigkeit zn verfolgen, ist unmoglich, man kann die Bewegung der
etwa durch eine Rihrvorrichtung durch einander geschleuderten
Theilchen, die Temperaturinderungen, die sie dabei erfahren, und
die Wirmemengen, die sie einander abgeben, nicht berechnen; um
eine Theorie, die néherungsweise richtig ist, zu erhalten, hat man
fiir solche Fille eine eigene Hypothese eingefithrt: man erlaubt sich,
die Temperatur in einer lebhaft bewegten Fliissigkeit als fiberall
gleich anzusehen, Sie sei @, Fiir die Oberfliche eines festen Korpers,
der in der Flissigkeit sich befindet, darf man dann aber nicht & ==,
annehmen; man benutzt als hier zu erfiilllende Bedingung die, dass
durch ein Element der Oberfliche ds in der Zeit d¢ aus dem festen
Korper in die Fliissigkeit eine Wirmemenge stromt, die gleich

at ds h (& — 8,)

ist, so dass, wenn n die nach dem Innern des festen Korpers ge-
richtete Normale von ds ist,
Un = — h(& — By).

Die Grosse A nennt man die dussere Leitungsfihigkeit des Korpers.
Sie hiingt von der Natur und in gewissem Grade sicher auch von
der Bewegung der Fliissigkeit ab. Wire 4 = oo, so wire die Grenz-
‘bedingung & = #,. Auch fiir einen festen Korper, der in der Luft
sich abkiihlt oder sich erwirmt, ohne dass diese durch eine besondere
Vorrichtung in Bewegung erhalten wird, betrachtet man das eben
Ausgesprochene als gilltig. Hier ist die hauptsiichlichste Ursache
der Abkithlung oder Erwirmung die Strahlung; die Temperatur &,
in der aufgestellten Gleichung ist die Temperatur der Umgebung.

Die Art, wie der Begriff der #usseren Leitungsfihigkeit ein-
gefihrt ist, enthilt viel Willkithrliches und Ungerechtfertigtes. Man
kann daher auch nie darauf rechnen, einigermassen zuverldssige
Werthe fiir die #ussere Leitungsfiahigkeit zu finden; und viel
leicht der Hauptgrund dafiir, dass die Messungen von Wirme-
erscheinungen nur eine geringe Genauigkeit gewihren, liegt darin,
dass man es nicht vermeiden kann, von diesem Begriffe Gebrauch
zu machen.




Zweite Vorlesung.

Maasseinheiten. — Wirmeleitung in homogenen isotropen Kdrpern. — Die iso-
thermen Flichen seien Ebenen. — Stationfirer Zustand. — Methode von Péclet.
— Nichtstationéirer Zustand. — Particuldre L¥sungen der Differentialgleichung.
— An der von einer Ebene gebildeten Oberfliche des Kdrpers wechselt die
Temperatur periodisch in gegebener Weise. — Anwendung auf die Erde. —
Tagliche und jihrliche Periode, — An der Oberfliche wird die Temperatur
constant gleich Null gehalten, wihrend sie Anfangs im ganzen Korper einen
anderen gleichmiesigen Werth hatte, — Verallgemeinerung auf eine beliebige
Anfangsvertheilung der Temperatur. — Entsprechender Fall, dass die Anfangs-
temperatur Null und die Grenztemperatur beliebig gegeben ist.

§ 1

Bevor wir die allgemeinen Gleichungen, die wir aufgestellt haben,
auf specielle Félle anwenden, wollen wir einen Augenblick bei der
Betrachtung der Einheiten verweilen, die wir nothig haben, um die
vorkommenden Grossen auszudriicken.

In der Mechanik gebraucht man drei Grundeinheiten, die beliebig
gewihlt werden konnen: die der Zeit, der Linge und der Masse.
Der Regel nach wollen wir fiir diese 1sec, 1 mm und 1 mgr an-
nehmen. Aus der Einheit der Lénge ergiebt sich die der Fliche und
des Volumens; ist 1 mm =1, so ist 1 qmm = 1 und 1cubmm = 1.
Aus den Einheiten des Volumens und der Masse bestimmt sich die
der Dichtigkeit; bei jenen Festsetzungen ist die Dichtigkeit des Wassers
bei 4°C==1. Hier bei der Wirmelehre sind noch zwei weitere Grund-
einheiten nothig: Einheiten fiir zwei der drei Grossen: Temperatur-
anderung, Wirmemenge, specifische Wirme. Die Einheit fiir die dritte
von diesen drei Grossen ist dann bestimmt durch die Gleichung

A0 =mcd®.

Wir haben schon festgesetzt, dass die Temperatur nach einem Queck-
silberthermometer gemessen werden soll. Es sei dies ein Celsius’sches.
Als Einheit der Temperaturinderung nehmen wir also 1° C an; als
Einheit der specifischen Wirme die des Wassers bei 4° C; die Ein-
heit der Warmemenge ist dann sehr nahe derjenigen gleich, die
1 mgr Wasser von 4° auf 5° C erwirmt, nimlich in so weit, als die
specifische Wirme des Wassers zwischen 4° und 5° C als constant

betrachtet werden kann.
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Wir betrachten nun zunichst ndher isotrope Korper. Wir haben
es zu thun mit der partiellen Differentialgleichung (8. 10)
09 0% 0é
2(x53) N a(k@ N 2(x%2 T
o dy 0% bt -
Wir nehmen den Korper als homogen, abgesehen von den Temperatur-
verschiedenheiten, an; dann ist % eine Function von & oder eine
. Constante. Wir nehmen weiter an, dass & von x und y unabhingig
ist. Dann wird die Gleichung
09
a(k 08/ 29
P TS
Um den zuerst zu betrachtenden Fall noch mehr zu vereinfachen,
setzen wir endlich voraus, dass der Zustand ein stationdrer ist; dann
erhalten wir s
LA
a(x 92 .
e
Es sei k4 eine bekannte Function von &; man setze
9

K= Jkad

bei willkiihrlich gewdhlter unterer Grenze. Dann ist
dK __ k, 0K _ 4 09

a9 kI3 T8’
also X
a!
a7 =0
also
K = A4z 4 B,

wo A4 und B Constante bedeuten.
Ist 4 als eine Constante zu betrachten (und bei kleinen Tempe-
raturunterschieden wird das immer erlaubt sein), so haben wir
&% _o
a,! 2

=uaz+0>.
Die Wirmemenge, die in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit

stromt, ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich

09 & — B
k——-=ka=km,

also

wo &, und &, die Werthe von & fiir z = z, und z = 2, sind.
Hierauf beruht eine Methode zur Messung von %, die von Péclet*)
angewandt ist. Das Prinzip der dabei benutzten Anordnung ldsst

*) Pogg. Ann. 55, p. 167, 1842.
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sich folgendermaassen beschreiben. Ein Gefiss ist durch eine Platte
von der zu untersuchenden Substanz in zwei Abtheilungen getheilt, die
mit Wasser von verschiedener Temperatur gefiillt sind. Die beiden
Wassermassen werden in lebhafter Bewegung erhalten; durch bewegte
Stiicke von Haartuch wird namentlich dafiir gesorgt, dass nicht
Wassertheilchen an den Grundflichen der Platte haften. So glanbte
Péclet zu bewirken, dass die iussere Leitungsfihigkeit der Platte
unendlich wire, also ihre Grundflichen die Temperaturen der Wasser-
massen hitten, die durch Thermometer gemessen wurden. Diese
Temperaturen seien &, und &, und z, — 2, sei die Dicke der Platte.
Ist f die Fliche der Platte, so ist dann

&, — 8
rk ’: - 3:
die Wirmemenge, die in der Zeiteinheit durch die Platte von der
einen Wassermasse zur anderen iberstromt. Diese Wiarmemenge be-
rechnete Péclet andrerseits aus der langsamen Temperaturinderung
der einen Wassermasse und ihrem Gewicht; so erhielt er eine Glei-
chung zur Bestimmung von 4. Er fand so aber Werthe, die noch
nicht den dritten Theil der Werthe ausmachen, die spiiter andere
genauere Methoden ergeben haben. Der Grund davon war der, dass
die Temperaturen der Grundflichen der Platten auch nicht niherungs-
weise mit den mittleren Temperaturen der beiden Wassermassen iiber-
einstimmten. Dieses Beispiel zeigt besonders auffallend die Unzu-
lassigkeit einer Annahme, die nicht selten bei Warmeversuchen
gemacht ist und die zu machen allerdings sehr nahe liegt.

§ 2
Wir wollen jetzt die Voraussetzung fallen lassen, dass der Zu-
stand ein stationirer ist, aber %4, ebenso wie ¢ und u als constant,
und & als unabhiéngig von z und y zu betrachten fortfahren. Die
Differentialgleichung fiir & ist dann
00 _ 200
ot oz’
wo a? = cli; == const. ist. Mit dieser Gleichung werden wir uns

lingere Zeit zu beschiftigen haben; die wichtigsten Folgerungen, die
wir aus ihr ziehen werden, sind zuerst von Kourier in seiner Théorie
analytique de la chaleur ausgesprochen; zum grossten Theile finden
sie sich auch entwickelt in den von Hattendorf herausgegebenen Vor-
lesungen Riemann’s iiber partielle Differentialgleichungen.

Wir suchen particulére Losungen. Eine solche haben wir in

O = eattfs,
wenn « = g2f? ist.
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Demgemiss konnen wir setzen
2m . 1./% N —
a=2%i, p=— LY T (144, i=y=1L

Der Ausdruck von & ist dann complex; man erhilt eine reelle Losung
der Differentialgleichung, wenn man seinen reellen Theil gleich &
setzt. Dadurch wird

1 8
—_— = T
— 7’ F\e—
D=c¢ o cos 2 M}/ )

In jedem Punkte ist hiernach & eine periodische Function von 7.
Die Dauer der Periode ist 7. Es ist

fir z=0 & = cos 2%t

T’
z =00 o =0.

Sind in diesen Ebenen diese Bedingungen hinreichend lange erfiillt,
so wird dazwischen & jener Gleichung gemiss sich #ndern.

Es ldsst sich hiervon eine Anwendung auf die Erde machen.
In den oberen Erdschichten wechselt die Temperatur dhnlich wie in
der Atmosphire. Strenge genommen sind diese Temperaturéndernngen
dusserst verwickelt; in roher Anndberung wird man aber sagen diirfen,
dass die Temperatur in einem Punkte der Erdoberfliche eine tégliche
und eine jihrliche Periode hat und in jeder dieser Perioden nach
dem Sinusgesetz (oder, was dasselbe ist, nach dem Cosinusgesetz)
sich dndert. In grosser Tiefe ist die Temperatur constant. In jeder
Tiefe z finden nach unserer Formel dann dieselben Perioden statt,
aber die Amplituden der Schwankungen und die Zeiten der Maxima
und Minima sind von der Tiefe z abhéingig. Nach der Formel ver-
hilt sich die Amplitude in der Tiefe z zu der an der Oberfliche wie

—%VLT' sl

und die Verspitung des Eintritts eines Maximums oder Minimums ist
¢z /T
2a l/ =’

so dass, wie man sagen kann, jedes Maximum oder Minimum sich
mit der Geschwindigkeit _
k4
2a ’/T

in die Tiefe fortpflanzt. Diese Geschwindigkeit der Warmewellen
und das Amplitudenverhiltniss fiir eine gewisse Tiefe sind wesent-
lich von der Dauer der Periode T abhingig. Fiir die tdgliche
Periode ist nach Beobachtungen von Quetelet*) in Briissel jene

*) Schmid, Meteorologie p. 172.
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Geschwindigkeit nahe gleich 1, wenn 1 Tag=1 und 1m=1.
Daraus folgt ’
1
a == Q—T; .
Nach demselben Beobachter war das Amplitudenverhiltniss
fir z—=02m  gleich o -

Aus der obigen Formel und dem genannten Werthe von a ergiebt

sich dasselbe gleich
1

3,6
Diese Zahlen stimmen freilich schlecht iiberein; sie sind aber doch
von derselben Grdssenordnung und die Beobachtungen gewéihrten nur
eine sehr geringe Genauigkeit. Zuverlassiger schon sind die Messungen,
die sich auf die jahrliche Periode beziehen. Bei derselben Zeiteinheit

hat man hier
T = 365,25

VT = 19 cireca.

Quetelet fand hier die Geschwindigkeit gleich
1 Par. Fuss in 7 Tagen,

0,0464 m in 1 Tag.

Berechnet man hiermit die Geschwindigkeit fiir die tagliche Periode,
so ergiebt sich diese gleich

19.0,0464 m = 0,882 m in 1 Tag,
in geniigender Uebereinstimmung mit dem direct gefundenen Werthe

von 1m in 1 Tag. Berechnet man fiir verschiedene Tiefen das
Amplitudenverhiltniss fiir die jihrliche Periode mit der fir diese an-

d. h. gleich

. gegebenen Geschwindigkeit, so findet man Werthe, die mit den

beobachteten bis auf wenige Zehntel von 1° C stimmen. Quetelet fand:

Tiefe Jéahrliche Schwankung
0,188 m = 0,58 Par. Fuss 130,28
0,75 2,31 11,35
1,95 6,00 7,59
3,90 12,00 4,49
7,80 24,00 1,43

Nach unserer Gleichung findet bei hinreichender Tiefe immer und
iiberall dieselbe Temperatur statt. Dass in einer Tiefe von mehr als
etwa 20 m die zeitlichen Temperaturinderungen unmerklich sind, hat
die Beobachtung bestitigt; sie hat aber gezeigt, dass die Temperatur
mit wachsendem z langsam steigt, etwa um 1° C in einer Tiefe von
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25 m.*) Das ist eine Folge der hohen Temperatur, die einst die
ganze Erde gehabt hat.

Ein zweites particulidres Integral unserer Differentialgleichung ;
wird uns zu diesem Gegenstande zuriickfithren und zeigen, welcher |
Schluss sich an dieses numerische Resultat kniipfen lasst. ;

§ 3. Q
Wir setzen nunmehr '
X =

2
Ve
und untersuchen, ob es eine Losung unserer Differentialgleichung
giebt, die eine Function der einen Variabeln z ist. Fiir eine
solche ist
o8 _ 1
P
08 1 d

%" VT
e _ 1
or =t

[

}.
U
&l&

t

P -

?

e g

’

woraus fol
d #o__ = do
dzt 2at dz *
eine Gleichung, der geniigt werden kann, wenn & passend als Func-
tion von x bestimmt wird. Sie ldsst sich schreiben:

ad zdz
d log iz =3
Ein particuldres Integral hiervon ist
a9 z*
log iz = — ia
oder
a9 -
4a?
dz = ¢ '
also
o

- =
= Je “Cdx=Je *“da.
0
Das allgemeine Integral erhilt man, wenn man diesem Ausdrucke
von £ eine multiplicative und eine additive willkithrliche Constante

hinzuftigt. Sechreibt man z fiir é‘%, 8o hat man hiernach das parti-
culire Integral**)

*) Sehmid, a. a. O. p. 93.
**) Kramp, Analyse des réfractions astronomiques et terrestres. Stras-
bourg 1799.
Kirohhoff, Theorie der Wiirme. 2
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2aVr
9 = A;—_fe“’ dz.

k4

Der Factor 1/ ist hier hinzugefiigt, damit die Constante 4 eine ein-
T

fache Bedeutung erhalte. Es ist nimlich®*)

P £
fe— dx N

v

und daher 4 gleich dem Werthe von & fiir # =0 und irgend einen
positiven Werth von z. Fiir #=0 und negative Werthe von z ist
Be=—4; fir t=0 und z2=0 ist &

::" * o unbestimmt; fir z = 0 ist, wenn ¢ von 0
 — verschieden, # = 0. Wir wollen annehmen,

. dass unser Korper den Theil des Raumes
= tw>? erfillt, fir den z positiv ist. Der fir &
aufgestellte Ausdruck gilt dann fiir positive

o A Werthe von ¢, wenn bis { =0 in dem

Korper iiberall & = A ist und im Augenblick
t =0 die Fliche z = O auf die Temperatur Null gebracht und diese
Temperatur hier erhalten wird. _

Wir kniipfen hieran eine Betrachtung, die sich auf die Erde be-

zieht und die von W. Thomson™®*) herrtihrt. Die Erde war einst in
feuerflissigem Zustande mit einer Temperatur iiber dem Schmelzpunkt
der Gesteine. Durch Ausstrablung in den Weltenraum kithlte die
flissige Lavakugel allmahlich sich ab; zuerst erlitten die obersten
Schichten eine Temperaturerniedrigung; sie wurden dadurch specifisch
schwerer, sanken unter und machten neuen Fliissigkeitstheilchen
Platz, die dann ihrersejts abgekithlt wurden. War so die Temperatur
an der Oberfliche bis zum Erstarrungspunkt der Lava gesunken, so
bildeten sich hier feste Massen, die aber in Folge der Zusammen-
ziehung, die sie beim Erstarren erfahren hatten, untersanken. Dabei
sank die Temperatur nicht weiter, indem der Wiairmeverlust, der
durch die fortdauernde Ausstrahlung stattfand, durch die freiwerdende
sogenannte latente Schmelzwirme der Gesteine ersetzt wurde. Dieser
Process dauerte fort, bis die ganze Erdkugel ein Haufen fester Fels-
massen war, die bis zur Oberfliche sich erstreckten, deren Zwischen-
riaume von flissiger Lava erfiillt waren. Die nun in Folge der Aus-
strablung sich neu bildende feste Kruste konnte nicht mehr unter-
sinken, da sie getragen wurde, und in kurzer Zeit musste diese
Kruste die ganze Erdoberfliche ausmachen. Zugleich horten die

*) Kirchhoff, Vorlesungen iber Optik, p. 120. D. H.
**) Trans. Roy. Soc. Edinburgh, 1862,
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michtigen Stromungen auf, die bisher die Wirme avs dem Innern
der Erde nach ihrer Oherfliche getragen hatten und die Temperatur
dieser Oberfliche musste nun schnell sinken. W. Thomson meint,
~ wenige Wochen hitten hingereicht, um zu bewirken, dass man un-
gestraft hitte iiber die Oberfliche gehen kdonnen, und in einem Zeit-
raum von einem Jahre etwa wire die Temperatur der heutigen fast
gleich geworden. Hiernach wiirde unsere Gleichung fiir die Erde
gelten, wenn wir unter z eine missige Tiefe unter der Erdoberfliche
verstehen, die Zeit von dem Augenblicke an rechnen, wo die Erd-
oberfliche ganz erstarrt war, die jetzige Temperatur derselben als
Null annehmen und durch 4 die Erstarrungstemperatur geschmolzener
Felsmassen bezeichnen, die etwa zu
4000° C = 4

geschitzt werden kann. Giebt man dieses zu, so erlaubt unsere
Gleichung, die Zeit zu berechnen, die vergangen ist, seit die Ober-
fiaiche der Erde erstarrte, wenn man die frither erwéhnten Angaben
iiber die Zunahme der Temperatur mit der Tiefe in der Erde und
tiber den Werth von a in derselben hinzunimmt. Unsere Gleichung

nidmlich giebt fir z =0
08 A

% " Vzabi'
und nach den friiher gemachten Angaben ist, wenn 1m =1 und
1 Tag = 1 gesetzt wird,
20 =12, (5 16 und 17)
1
Q= m. . (S. 16)
Daraus folgt dann
Y/ = 200000,

t = circa 100 Millionen Jahre.
Nur eine rohe Schitzung kann das Resultat sein; W. Thomson
meint aber, mit vieler Wahrscheinlichkeit behaupten zu konnen,
dass die gedachte Zeit zwischer 400 und 20 Millionen Jahren liegt.

§ 4.
Wir wollen nun andere Lésungen unserer Differentialgleichung
suchen. Wir gehn aus von der eben behandelten

2 V"
= = dzx.
& 7 f e =dx
0
Wir konnen dieselbe auch auf den Fall beziehen, dass der
Korper den ganzen Raum erfiillt, also z von — oo bis - oo variirt;

die Zeit aber milssen wir positiv annehmen, widrigenfalls der Werth
2%
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von & imagindr werden wiirde. Den angegebenen speciellen Werth
von & wollen wir durch ¢ (z, 7) oder kiirzer durch @ bezeichnen, also

hT
@ (z, 1) = % /'e-"da:
0

setzen und annehmen, dass z von — oo bis 4 0o, # von O bis 4 oo
variirt. Dann ist ¢ eine Ldsung der Gleichung fir o:

29 '

F O 7
Eine Losung derselben Gleichung ist auch

wie durch Differentiation der Gleichung ?% = a’ 3' ? nach z sich

ergiebt. Sehen wir zu, auf welche Anfan.gsverthellnng der Temperatur
diese Ldsung
s
9' a¢ 1 1 .e 46“
92" aV= Vi

sich bezieht. Zu diesem Zwecke haben wir ¢ unendlich klein zu
setzen. Fiir jeden endlichen Werth von z wird dann & = 0; ist
aber z? von derselben Ordnung wie ¢ oder kleiner, so wird & = oco.
Dabei ist offenbar

j pdz=[g]_'! =

Fig. 8. wo & eine beliebig kleine endliche
¢ Grosse bedeutet.*) Eine Curve, die
far ¢ = 0 die Temperatur als Funec-
tion von z darstellt, fillt also tberall
mit der.Abscissenachse zusammen, ausser
. bei z =0, wo sie einen unendlich
schmalen unendlich hohen Berg bildet,
dessen Flicheninhalt aber endlich ist.
NG “x Im Verlaufe der Zeit flacht dieser Berg
sich mehr und mehr ab, wobei sein

Gipfel immer bei z = O bleibt, wo

P =

S
aV= Ve’
nach unendhch langer Zeit ist iberall &# = 0. Fiir irgend einen

*) weil dann i,?—-=oo- D. H.
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endlichen Werth von z findet ein Maximum von & bei einem Werthe
von ¢ statt, der durch

a9
20 =0
d. h.
8 5
1t —~ . —=
2! P amt *=0,
also
"
l=ga

gegeben ist. Der Werth des Maximums ist
yr.i
xe 8

§ 5.

Die eben discutirte Losung ldsst sich leicht verallgemeinern.
Es sei z° irgend eine Constante;

(s—s"?

30’(5—'3 t) 1 1 - o)
&= —_— da’t
os T aVz Vi ¢

ist dann auch eine Ldsung unserer Differentialgleichung, und zwar
diejenige, fiir welche die Curve, die die Anfangsvertheilung der
Temperatur darstellt, einen Berg darbietet, der bei z = 2’ statt bei
z == 0 liegt, aber dieselbe Gestalt wie frither hat.

Multiplicirt man den Ausdruck fiir ® mit einer willkiihrlichen
Constanten C, bildet den so entstehenden Ausdruck fiir verschiedene
Werthe von z’ und ¢ und nimmt die Summe, so erhilt man wiederum
eine Losung der Differentialgleichung. Eine solche Summe, die aus
unendlich vielen Gliedern besteht, oder vielmehr ein Integral, das
eine solche Summe ist, lisst sich dem Falle anpassen, dass die An-
fangsvertheilung der Temperatur eine ganz beliebige ist.

Es sei Z eine stetige Function von z, Z’ die Function, die aus
Z entsteht, wenn man darin 2’ fiir z setzt; dann ist

1 op(e—2.\b) 4 .
oo frisesins

eine Losung unserer Differentialgleichung; suchen wir die Anfangs-
vertheilung der Temperatur Wir nehmen also ¢ unendlich klein an,
Dem =z geben wir irgend einen festen Werth. So lange z’ einen

Werth hat, far den z — 2’ endlich ist, ist dann 8w(za #, 1) (nach

dem dafiir aufgestellten Ausdruck) gleich Null, Statt der Grenzen
— oo und + oo darf daher z — & und z 4 ¢ und statt Z° Z ge-
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schrieben werden, wo & eine beliebig kleine endliche Grosse ist. Es
ist daher fiir ¢ = 0%)

1 dple— 2,1) , oe(g, t)
8=Z?f—7——dz=z2j 2t dC}

z—8 — 38
d. h. '
G =27
Die gefundene Ldsung wollen wir etwas specialisiren. Wir wollen
némlich annehmen, dass Z fiir entgegengesetzte Werthe von z ent-
gegengesetzte Werthe hat. Indem man als Integrationsvariable — 2’

statt z’ einfihrt, erhélt man dann

0 @
i dw(Ee—2t) , . Lop(s 428 , .
JZ—W———dz——JZ 09 £200) 4,

o—1 j‘z (aqo(z—s 9 _ dolet s ‘))a

Fir z =0 verschwindet der Ausdruck in der Parenthese fiir jeden
Werth von ¢; fiir jedlen Werth von ¢ ist also & =0 fiir z = 0;
unsere Gleichung gilt also fiir einen Kérper, der durch die Ebene
z = 0 begrenzt ist, fiir den, wie wir annehmen wollen, z > 0 ist,
wenn die Anfangsvertheilung der Temperatur eine beliebige ist und
die Temperatur der Grenzfliche z == O auf Null erhalten wird.

also

§ 6.

In #hnlicher Weise konnen wir eine Gleichung ableiten, die fiir
denselben Korper gilt, wenn die Anfangstemperatur iberall gleich
Null ist und die Temperatur der Grenze z = 0 eine beliebige Funec-
tion der Zeit ist.

Wir haben die Function ¢(z, ¢) durch die Gleichung

ﬁayl_‘
9(z, ) = ;7_ e—dx
fiir positive Werthe von ¢ definirt; wir wollen sie nun auch fiir
negative definiren, indem wir fiir solche (und fiir positive Werthe
von z, die wir allein in Betracht ziehen) setzen
?(z) =1
Fiir irgend einen endlichen Werth von z ist dann ¢ stetig bei ¢ = 0,

*) Dabei ist zu beriicksichtigen, dass

do(r—2\t) __d9e—12,1)

s os’ . D. H
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und auch alle Differentialquotienten von ¢ nach ¢ und z sind hier
stetig, nimlich gleich Null, da fir # > O in jedem dieser Differential-
quotienten der Kactor .

vorkommt, der mit irgend einer reciproken Potenz von ¢ multiplicirt
fiir { = 4 O verschwindet. Die Lésung unserer Differentialgleichung

=0,
die wir fiir positive Werthe von ¢ discutirt haben, gilt dann von
t= — o0 bis = oo; sie driickt aus, dass bis ¢=0 iberall
& =1 ist.
Eine andere Losung ist daher:

2
9= 39: z 4',
e a*t

at = 2aV_ § !
. 0 , wenn 7 < 0.

Ist z unendlich klein, so ist fir jeden endlichen Werth von ¢
8 = 0; ist ¢ unendlich klein, so ist fiir jeden endlichen Werth von 2
= O sind z und ¢ unendlich klein, so wird & unbestimmt und hat
alle Werthe zwischen 0 und — co. Die Gleichung & = ﬂ gilt
daher, wenn der Korper bis zur Zeit ¢ = O iiberall die Temperatur
Null hat und an der Oberfliche z = 0 im Augenblicke / = O eine
unendliche Temperaturerniedrigung hervorgebracht, gleich darauf
aber die Temperatur Null wieder hergestellt und erhalten wird.
Allgemeinere Losungen, die alle die Eigenschaft haben, dass
O =0 ist fiir £ = 0 bei jedem endlichen Werthe von z, sind

9= atp(zt—t)

anm(z t—-t)’

wobei ¢ > 0 (dann ist némlich z — ¢ < 0 fiir 1 =0),
und o= ]T’a-‘p(’;t— £) at,
0

wo T eine willktthrliche Function von ¢, T' dieselbe Function von ¢’
bedeuten soll. Suchen wir den Werth von & fir 2 — 0. Wenn
t — t’ endlich ist, so ist hierfir:
do(zt—t)
at =0,
t4e
3(7(! t—t )
D= ?‘ T dt’

=—T[pO, ) =T

wenn ¢ > 0,

also ist filr z =20
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Der fiir & aufgestellte Ausdruck kann dadurch noch geandert werden,
dass als obere Grenze ¢ statt oo geschrieben wird, da. fﬁr negative

Werthe des zweiten Arguments verschwindet,
Vereinigen wir die beiden Losungen, die wir gefunden haben,
so erhalten wir

e=_fT,3¢p(£t—t)dt

8«»(8—8 t) dgp(s+42£,t) .
w4 o 04,

als den Ausdruck der Temperatur in dem Falle, dass
fir 1=0 =2
und fir z2=0 =T
ist, wenn ¢ > 0 und z > 0.
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Strahlung von der Oberfliche gegen eine Umgebung von der Temperatur Null,
bei Anfangs gleichmé#ssiger Temperatur. — Der Korper ist durch zwei Ebenen
begrenzt. — Eindeutigkeit der Losung. — Die Grenztemperatur ist Null, bei
beliebigem Anfangszustand. — An der Grenze findet Strahlung statt. — Cylin-
drischer Stab von unendlich kleinem Querschnitt. — Stationirer Zustand.
Methode von Desprez, Wiedemann und Franz. — Nichtstationtirer Zustand.
Methode von F. Neumann. Vorghnge fiir spite Zeiten. — Gekriimmter, ring-
fSrmiger unendlich diinner Stab.

§ 1.

Wir wollen jetzt den Fall untersuchen, dass unser Kérper, der
den Raum von z=0 bis z = 4 oo erfilllt, bis zur Zeit ¢t =0
fiberall die Temperatur 1 besitzt und in diesem Augenblicke aus
seiner Oberfliche z = (0 seine Wirme gegen eine Umgebung von
der Temperatur Null auszustrahlen beginnt, wobei dann bei z = oo
immer die Temperatur 1 erhalten bleiben wird. Es muss dann sein:

88 _ , 008

= Yo
und
’ fir t =0 =1
09
filr z =0 k ¥ T hir,
wo h die #ussere Leitungsfahigkeit ist, oder
09
3_3 = b'ﬂ,

wo b= 1’5 ist,
endlich
fir z=o00 =1
Die Aufgabe, diesen Gleichungen gemiiss & zu bestimmen, lisst
sich auf eine Aufgabe zuriickfiihren, deren Lisung wir bereits kennen,
Setzen wir némlich

|eo
L2

1
8—3 =V,

Q)|

2
80 muss
0V _ BV

ot 4 e
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sein und
fir 1=<0 V=1,
fir z=0 =0,
filr z=o00 Vel1.

Allen diesen Bedingungen wird nach unseren fritheren Betrachtungen
geniigt durch

s
s
Vo= 72;—_./e—=’ dx.
0

Um aus 7V & zu bestimmen, dient die gewOhnliche Differential-
gleichung

und die Bedingung, dass
firz=00 9&=1

gein soll. Um demgemiss & zu bestimmen, hat man bekanntlich in
dem Integral der Gleichung

108
-3 =0
néamlich
§=0C. e,

die Constante der Integration C als Function von z zu betrachten;
zu ihrer Bestimmung ergiebt sich

1dC
—3;1; eb'= V’
also
ac b1
ds—=—.be EP

& =be* (fVe—“dz + const.).

3

und

Die Grdsse const. ist gleich Null. DPenn flir z = o0 ist ¥V =1,
also

fVe‘“ dz=fe % dz = %—e—"'
und daher genfigt
8=be°'fVe—b'dz

der Bedingung, dass & =1 fiir z = oo.
Das hier vorkommende Integral gestalten wir um, Da

ebdz = — % d(e—**),
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so ist
1 1 ov
/.Ve_“dz=—-3e—“V+3 e_b'?;dz,
also
e 2 _4‘77::—’" ds
bl Ve-tsdz == e s - f _%&
f e z=e¢ V+V17' e saVi
Nun ist

£ 2 re 2 .
Lutbz= (_2th_ + ab ;/t)2 — abt;

setzt man unter dem zweiten Integralzeichen
8

x = 2aw—|—ab;/t,

und schreibt man fiir 7 seinen Werth, so erhilt man

9 IaYt_ ®
b=y fe-"dz + e°'+“’”'"/é—"dx .

z
B
2¢V'_+a Ve

Far z = O ist hiernach

- d
b= e“""fe"’dx.
V=
ad Ve

Sehen wir zu, wie sich dieser Ausdruck fiir sehr grosse Werthe von ¢
gestaltet. KEs ist

fe-"x" A = — %fx"— ld(e—=)

1 -1 n—1 ] —_—
=—gale® L [Tz,

®
1 n—1
22 2 Z pn—1p—2? 2 n—2
fe— erdr=gaxr—le ™ + =5 fr:c dx.
z z

Setzt man hier n =0, — 2, — 4, etec., so ergiebt sich

z=0

1 1
Q==
uath—,
und da
&
a—g-—b&

*) Vgl. G. Kirchhoff, Optik, p, 126. D, H.
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ist, so folgt
20 _ 1 1
aVx Vi’
also unabhdngig von b oder h, so gross als ob b oder % unendlich
gross wire, in welchem Kalle fir z=0 & = O sein miisste, welche
Grenzbedingung wir frither untersucht haben. In Bezug auf den
Zeitpunkt, in dem die Oberfliche der Erde erstarrt ist, giebt also
die jetzt verfolgte' Hypothese, welches auch der Werth von 4 sei,

aus dem gemessenen %Z— dasselbe Resultat wie die friihere.

§ 2.
Wir wollen nun annehmen, dass unser Kérper durch die zwei
Ebenen
z=0 und z=1
begrenzt sei. Es kann dann & fiir jeden dieser beiden Werthe von z
als Function von ¢ und fir # = 0 als Function von z in dem Inter-
valle von z=0 bis z =17 beliebig gegeben sein. Diese drei Be-
dingungen bestimmen im Verein mit
?2_ = q? 3'_0
ot oz
die Function & eindeutig. Ich will das zuerst nachweisen mit Hilfe
einer Methode, die in @hnlichen Fillen oft anwendbar ist. Es soll
gezeigt werden, dass die Differenz zweier Losungen dieser Gleichung
gleich Null sein muss.
Es sei u eine solche Differenz; dann muss sein
2
=
fir t=0 und (P u=0,

fir z=0  und t>0 u=0, -
fiir z =1 und t>0 u=0,
Multipliciren wir die Differentialgleichung mit
udtdz

und integriren von O bis ¢ und von O bis /. Die linke Seite der
Gleichung wird dann
1
_17 f wldz,

. 0
da fiir =0 u =0 sein soll. Um die rechte zu bilden, benutzen

wir, dass s a2
% u
fué'b? dz=1u -z f(aﬂ_) dz,

also, da u fiir z = 0 und fiir z =/ verschwindet,
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Jeszee=fiaye

Hiernach ist die entstehende Glelchung

4 t
%f'ﬂaz+ a*fdj a“) dz =0,
0 0

0

aus welcher folgt :
u=0.

§ 3.
Wir untersuchen nun zuerst den Fall, dass fiir die beiden

Ebenen
z=0 und z=1
immer
=0

ist. Kine Losung von

08 208

ot oz’
die dieser Bedingung gentigt, ist

ﬂxd
9 =2A,. e i sm (— z)
wo n eine ganze positive Zahl und 4, eine willkiihrliche Constante

ist. Soll
firt=0 8&8=2

Z =4, sin (’111 z)

sein. Da nun, falls » und n’ verschieden:

]
. nw . 92 =0,
5/‘mn(lz)sm(lz)dz 0
]
in? ("% =1,
‘o/lsm’(lz)dz 3
]
2 . nw
A, -i-af'Zsm(lz)dz

zu setzen. Die Reihe fiir Z ist immer convergent und giiltig fir
jeden Werth von z, der zwischen O und ! liegt, wenn Z, wie wir
annehmen, stetig und endlich ist; fir z == 0 und z =/ gilt sie aber
nur, wenn hier Z = 0 ist. Je grosser 7, um so schneller convergirt
die Reihe fir 9.

sein, 8o muss

und

so ist
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Es sei Z = 1; dann wird
4, = % , wenn n ungerade,

=0, wenn n gerade ist,
und daher

- Z = ;‘—[sin (%z) +%sin (—3{- z) +—51~sin (5;' z) + ]

na\? 'na\? .
a | —(T). 1 7). /38
- ;[e (¥) sin (fl—z)+3e (¥) sin T"z)
-9 na ’g -
+-t1,;e (') sin%”—z-|— J,
eine Reihe, die um so schneller convergirt, je grosser ¢ und je
kleiner 7 ist. Durch Differentiation derselben folgt

_ (®a ‘g —g[Be "

%%=%[e (') o8 (%z)+e (') cos(%fz)-{—---]-
Diese Reihe ist eine der nach Jacobi sogenannten © -Functionen,
auf welche die elliptischen Functionen sin am, cos am, Jam zuriick-
fithrbar sind. Man kann sie transformiren in eine Reihe, die um so

schneller convergirt, je grosser / und je kleiner ¢ ist. Setzt man in
der transformirten Reihe ! == 0o, so kommt man zu den Ausdriicken

fiir 88_0‘ und &, die wir bei der Annahme, dass der Korper sich in

die Unendlichkeit erstreckt, entwickelt haben.

§ 4.
Nun wollen wir den Fall untersuchen, dass
09
fair z=0 5 =+0b9,
. 0d
fiir z =1 'aT = — b9
ist, wo b %—, wie frither (S. 25). Eine particulare Losung von
28 _ 89
ot o’

die der ersten Bedingung geniigt, ist
& = - (cos ez 4 g sin az) )

wo « eine beliebige positive Grosse. Die zweite Grenzbedingung

giebt fir o .
2
tang ol = 5%

oder, wenn
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el=x
gesetzt wird,
2 x bl
tangz b1z’
wo die Wurzel x =0, d. b. « = O aber auszuschliessen ist, da die
Gleichung urspriinglich lautet

—easinal +beosal=—1b (cos al+£sin al),

welche durch « = 0 nur erfiillt wird, wenn 2 = — b/, was nicht
sein kann, da 5! positiv ist. Um ein Urtheil tber die Lage der
Wourzeln der fir x aufgestell-
ten Gleichung zu gewinnen,
construiren wir die Curven

\ Fig. 4.

Y

tangzny

/

und
x bl

==Y

von denen die zweite eine Hy-
perbel ist, deren Mittelpunkt %7 T =
der Anfangspunkt und deren
eine Asymptote die y-Achse
ist. Die Werthe von x, die den
Durchschnitten  entsprechen,
sind die Wurzeln jener Glei- /
chung. Die negativen Wurzeln

sind den positiven absolut gleich; die letzteren liegen zwischen O
und =, = und 2z, etc.*) Im Intervall von nz bis (n 4 1)z ist nur
eine Wurzel vorbanden, denn dafiir ist stets

a 2
dz (ta.ng a:) <0

d [z bl
E(n—z)>a
Die beiden Curven kdonnen sich also nur einmal treffen.
Es seien «;, a,,... der Grosse nach geordnet die den positiven

Wourzeln entsprechenden Werthe von «. Allen ausgesprochenen Be-
dingungen wird dann gentigt durch

o BZA“e-a.’a’t Z,.,

und

wo
Zy = c08 0tz 4 ;b—- sin ¢, 2.
n

*) Da in jedem dieser Intervalle das y der ersten Gleichung alle Werthe
zwischen 4 0o und — oo annimmt., D. H.
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Soll fir t = 0 & = Z sein, so ldsst sich auch dieser Bedingung ge-
niigen, falls sich Z in der Form

z=4.z,

darstellen lasst. Diese Moglichkeit vorausgesetzt, findet man die
Coefficienten 4 mit Hilfe des Satzes, dass

I
fZ.Z..dz=0,
0

wenn n von m verschieden ist.*) Der Beweis dieses Satzes ist der
folgende. KEs ist

az,
“ag = o' my
@z,
7 B 2t
daher
A iz, 47, dZ,
—a..’-/'ZZdz==fZ. dit dz=[Z,. dz] fds s *dz;
[
folglich

]
az az,
(@2 — a,,.’)‘/‘Z,.Z,,.dz = [Z,. “I5 —Zn dz ]
1]

Da aber fiir z =0
iz,
az = bZ,,
iz,
d‘ ”n)y
az,
a5 = VZm;
iz,
dz "
so verschwindet die rechte Seite; es verschwindet also das Integral,
da a.? — a,? nicht gleich Null ist.
Bei der Berechnung von 4, wird noch gebraucht, dass
]

bt b
fZZdz———~+ I 4 —.

20,2 a,?

und filr z =/

0
Man kann dies auf folgendem Wege ableiten. Es ist, @#hnlich wie
oben:

*) Man multiplicirt nfmlich die letzte Gleichung fiir Z mit Z, und .in-

tegrirt auf beiden Seiten nach £ von 0 bis I. Dann ist der Ausdruck links
bekannt, und aof der rechten Seite fallen alle Coefficienten fort bis auf
A, D. H
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a,.z.o/‘Z.Z,.dz== . [z,. d‘] ‘/( )d 2.

Aber
iz, i
iz — — ®aSina.z ~+ b cos e, 2,
OyZy = -+ oty COS @,z 4 b 8in a, 2,
also az,
a2 2, -|-( )-=a,.’+b“

und durch Integratlon
fZ.’dz=—|-—(a,.2+b2)l-—f dz,
daher durch Addmon zur ersten Gleichung:

3
az.7
2 ""'z.fz-’dz = (a2 + 071 — [Z" Tu—] '
0 0

Fiir z =1 ist aber
iz,

ar — b,
also nach der drittletzten Gleichung:
2. =1
und folglich:
az,
— 2y Y ri bZ2 = b.
Fir z == 0 ist andererseits:
Zy=1,
iz,
dz =7
also
iz,
Zngy =0

woraus folgt

wie zu beweisen war.

§ 5.

Wir haben den Korper, in dem wir die Wirmebewegung be-
trachten, bis jetzt als unbegrenzt in der Richtung der x- und der
y-Achse, und & als unabhiingig von x und y angenommen.

Als unabhﬁngig von z und y kann man & auch annehmen,
wenn der Korper ein Stab von unendlich kleinem Querschmtt ist,
der die Richtung der z-Achse hat.

Kirchhoff, Theorie der Wirme, 3
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Diesen fiir Messungen wichtigen Fall wollen wir jetzt ins Auge
fassen.
Wir gehen von der Differentialgleichung (S. 13)

oo a':r _cpdd __ 198

et tam=F =g
und der Grenzbedingung (8. 25)
22 ho—ss
én

aus, wo n die nach dem Innern des Korpers gerichtete Normale be-
deutet und die Temperatur der Umgebung gleich Null gesetzt ist.
Der Stab soll cylindrisch sein, dx dy ein Element des Querschnitts.
Mit diesem multipliciren wir die partielle Differentialgleichung und
integriren. Es sei d/ ein Element des Umfangs des Querschnitts;
dann ist

il Vil s 09 09
f 2at + 5;'7,) dx dy = —f(a—; cos (nx) + 7y °°8 (ny)) dl

29
——fa—;dl= -—bfadz,

oder, wenn u der Umfang des Querschnitts, & die Mitteltemperatur
des Umfangs des Querschnitts ist:

kg i
f(gx' -+ ay') dr dy = —bud’.

Es sei ferner &” die Mitteltemperatur des Querschnitts und w seine
Fliche; dann ist
VakiJ ar9”
f85‘ dxdy = s

29 29"
f 3t dx dy = w —; v
Diese Werthe substituire man in die obige Differentialgleichung.
Nun benutzen wir die Annahme, dass der Querschnitt unendlich klein
o8 d 8
55 un
dann sind 9’ und &” bis auf unendllch Kleines einander gleich.

Schreiben wir fiir beide #, so erhalten wir

ist, und setzen voraus, dass - nicht unendlich gross sind;

6’0 [ 1 08
a7 = bw ¥ty
oder
99 re .,
2= a? Fr r*a,
[ h % .
wenn f?e=a?h = v ist.
Ist der Zustand ein stationdrer, d. h. 5= 0, so ist hiernach
1.3 _..'Lg

P=d4d.¢ “ +B.e °,
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wo A4 und B willktirliche Constanten sind. Ist der Stab als unend-
lich gross in der Richtung der positiven z-Achse zu betrachten, so
muss 4 = 0 sein, weil sonst & unendlich gross fiir z = oo werden
wiirde, also ist

h u
_ 8=B.c *=B.c F=
Auf dieser Gleichung beruht eine Methode, die zuerst von Desprez,
dann von Wiedemann und Franz benutzt ist, zur Bestimmung der
Verhiltnisse der inneren Leitungsfahigkeit verschiedener Metalle.
Lange Stébe von gleichen Dimensionen wurden mit gleichen Ueber-
ziigen (Russ oder Silber) versehen, um % gleich zu machen, und an
einem Ende erwirmt; war der Zustand ein stationidrer geworden, so
wurde an verschiedenen Stellen die Temperatur gemessen; von Desprez
durch Thermometer, von Wiedemann und Franz mit Hilfe einer
Thermokette. Die Genauigkeit der Methode ist eine sehr beschrinkte,
da bei ihr k4 : » gemessen wird und %, dessen Begriff, wie S. 11 be-
merkt, durchaus kein scharfer ist, unter scheinbar gleichen Umstin-
_den erheblich schwankt.

§ 6.
Eine viel bessere Methode, bei der eben die Schwankungen von
h einen geringeren Einfluss ausiiben und die daher absolute Be-
stimmungen von 4 gewdhrt, ist von F. Neumann angegeben und
beruht auf der Beobachtung des nicht-stationiiren Zustandes eines
Stabes.
Eine Losung unserer partiellen Differentialgleichung ist offenbar:

d=ePt(dcos ez 4 Bsinaz),

B=a*a®+
Fur die Enden des Stabes sei z=0 und z =17 (! > 0); dann soll
nach der Grenzbedingung sein:

falls

L]
fﬁrz=0 -87=+b8',
. 00 _
fir z =1 5;=—-b0‘,

diesen Bedingungen wird geniigt durch

K =2A.e—ﬂ-‘(cos e,z + 5; sin @, z) ,

wenn
2a,d
tang a,.l = ‘?—_—b';,
Bn = a*a,? 4 1%,

wo a, =0 ausgeschlossen ist, und 0 < &, < @, < @5 < ... (vgl
3*
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S. 81). Diese Lbsung lésst sich einem beliebigen Anfangszustande
anpassen, voraasgesetzt, dass & fiir £ = O sich in eine gewisse Reihe
(die wir schon frither betrachtet haben) entwickeln lasst.

Bilden wir &, und 9y, d. h. die Werthe von & fir z =0 und
z =1, Setzen wir, wie S. 31,

b .
Z, = C08 ap2z -+ o Sina,z,
.

so ist fiir z=0 Z,= 1. Wir haben bereits S.33 bewiesen, dass
fiir z =1 Z,? =1 ist; bestimmen wir noch das Vorzeichen von Z,
fir z=1. KEs ist fiir diesen Werth von z

b t__pe
Z,.=(;-+u" — ) 8in a,1
n

2e,b
e+ b |
= ——2—;’7 Sin a,.I.

Nun liegt, wie wir gesehen haben, «,/ zwischen O und =, a,!
zwischen z und 2z, u. s. f.; daraus folgt, dass sin «,7, sin ay?, ...
positiv, sin «,/, sin e/, . .. negativ ist, also fir z =1: Z,, Z,, ..
=+41und Z,, Z,, ...= — 1. Hiernach haben wir:
8, + 9,
2
8, — 9,

= Ale—ﬂu‘ + Ase—ﬂnf + -

= dye=pt | de—Fut | ...

Nun wéchst B, mit n, weil @, diese Eigenschaft hat; ist ¢ gross
genug, so wird daher bei jedem Anfangszustande
Ft 8
2
9y —

—_— 2—— = Aze'_ﬂﬂt

sein. Man kann auch 8, und f, in getrennten Versuchsreiben be-
stimmen und fir jede die Erwirmung passend wihlen. Es werden
diese Gleichungen bei um so kleineren Werthen von # zu gelten
beginnen, je ndher fir =0 & durch die zwei ersten Glieder seiner
Entwickelung dargestellt ist. Auf diesen Gleichungen beruht die
Neumann’sche Methode. Der Stab wird ‘an den Enden mit Vor-
richtungen versehen, durch welche die Temperaturen dieser gemessen
werden kdnnen; Neumann wandte Thermoketten an. Nun erwirmte
er das eine Ende durch eine Flamme, entfernte die Wirmequelle
und begann einige Zeit darauf in gleichen Zeitintervallen &, und 9,
oder vielmehr &, 4+ &; und &, — & zu messen. Diese Messungen
liessen erkennen, wann jene Gleichungen Geltung bekommen hatten,
und dann B, und B, berechnen. In ihren Ausdriicken
a’e,® + f? und a’e,? 4 f2

kommen zwei Unbekannte ¥ und % oder a und & vor. Diese lassen

= A e ht
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sich aus den Werthen von f§, und B, berechnen. Diese Rechnung
wird dadurch verwickelter, dass @, und «, nicht unmittelbar gegeben
sind, sondern von b durch die Gleichungen

b
Dg pat LAPY ¢—1
tang “'l — %!

aphingen.*) Man muss mit einem Naherungswerth fiir » die Rech-
nung beginnen. Mit Hillfe desselben berechne man «, und e,, hier-
auf aus den Gleichungen fir 8, und 8, a4 und b, mit den so gefun-
denen Werthen genauere Werthe fiir @, und «,, mit diesen wieder
genauere fir ¢ und b u. s. f.

Man kann die Rechnung wesentlich vereinfachen, wenn man

ausser &, und &, auch noch #; beobachtet. Wir haben fiir z = 3

3 2
e b . el
Z,.=cos-—2—+a sm——2—
Ist #n ungerade, so ist nach den letzten Gleichungen:
b a,l
a == tang
und daher
1
Zn=—175
cos —
ist n gerade, so ist
b 1
also Z, =0,
Wir haben daher .
— e
&= 4, _‘E.'z'+ 4 - wontel +-
2 co8 —2— —
und also fiir hinreichend grosse Werthe von ¢
Oo + 0’, a‘I
29, %%
2
Da '5;—1 im ersten Quadranten liegt, so findet man hieraus «,, dann
b aus
& b
) ang L= ‘—x;
und o, aus

*) Ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung fiir tang «,! mit Berick-

sichtigung der Quadranten, in denen %l und “—;i liegen. D. H.
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ol o .
tang 2 =
Aus
By = a’e’* + /7,
B, = da*a? +1*

findet man dann ohne Weiteres a? und /2 oder 4 und A.

§ 7.

Wir erwihnen noch eine gleichfalls von Neumann herriihrende
Modification der eben besprochenen Methode. Zu diesem Zwecke
beweisen wir zuerst, dass die von uns fiir einen geraden unendlich
diinnen Stab abgeleitete Differentialgleichung auch fiir einen beliebig
gekriimmten gilt.

Wir wollen die Bogenliinge der Linie, welche die Schwerpunkte
der Querschnitte enthilt, zwischen einem festen und einem variablen
Punkte p nennen, drv ein Element des Theiles des Stabes zwischen
den durch diese Punkte gelegten Querschnitten. Die Gleichung

A9 — W o 109

& 9t - at 9t
multipliciren wir mit dz und integriren. Wir haben, wenn n die
innere Normale des Oberflichenelementes ds bedeutet:

f.dadz= -—f”‘-’-ds.
on

Wir berechnen nun zuerst den Theil dieses Oberflichen-Integrals,
der sich auf die Mantelfliche des Stabes bezieht. Hier ist

29
=109,

also der genannte Theil des Integrals

—-bj&ds.

Wir nennen & den Mittelwerth von & in dem Umfange u des einem
pig.5.  Yverthe von p entsprechenden Querschnitts, so dass wieder :

P
D uﬂ'=f&dl.

Der Stab soll unendlich diinn, seine Kriimmungen aber
endlich sein; daraus folgt, dass jemer Theil des Ober-:
flichenintegrals
R
—bud dp

0



Gekriimmter Stab. 39

ist.*) Fiir den durch den Werth von p bestimmten Querschnitt ist
bis auf unendlich Kleines

08 0¥

am = op
und daher in Bezug auf ihn

® 0
—-fa—”ds=a—1—’—f8ds.

Nennt man 8" den Mittelwerth von & fiir die Fliche eines Quer-

schnitts, so dass wieder:
wd" = f 9 ds,

8o wird
as g = L
op
Fir den Querschnitt p = 0 1st
20 _ 0o
on = op

und daher

ﬁ a5 = W)

Die Summe dieser zwei auf die Querschnitte p = 0 und p beziig-
lichen Glieder ist daher:

0% re”
f ds == J s dp.
[Ais J " 08"
) 0

Setzt man nun die zu bildende Gleichung zusammen, so findet man

oo’ _ [ c_uaﬂ"> —
f(w G —bud —wr ) ap 0.
0

Erwiigt man, dass p beliebig ist, und nimmt an, dass #"— &’ un-
endlich klein ist, so erhilt man, wenn & fiir &' und 8" geschrieben
wird,

Endlich ist**)

e “ 1 09
= le? Tug
oder

08 _ 209 _ g,
= % op [?8; w.z.b. w.

*) Hier und im Folgenden ist Grdsse und Form eines Querschnitts als un-
abhiéngig von p vorausgesetzt. D. H.
4

*%) Da jadf=wja"dp. D. H.
0
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Eine Losung dieser Differentialgleichung ist

i =2e‘1’.‘(,1, cos (anp) 4+ B, sin (2.p)),
wo a, beliebig und
Ba = ata,? 4 [2
Nun sei der Stab ein geschlossener Ring von der Linge !; dann
muss & in Bezug auf p um ! periodisch sein; dem geniigen wir,

wenn wir
2n

Oy =n"

" 4
machen und unter n eine positive ganze Zahl oder Null verstehen.
@, hat jetzt eine andere Bedeutung als frither. Hier erhalten wir
fiir grosse Werthe von ¢ offenbar:

8o+ 9,

B, und B, kdnnen gemessen werden , wenn der Ring an einer ge-
eigneten Stelle erwirmt ist; aus

ﬁo =/
B, = (a ?;)24' r?

ist dann @ und £, also £ und A zu berechnen,



Vierte Vorlesung.

Warnmeleitung in einem cylindrischen Stabe von endlichem, rechtwinkligem

Querschnitt. — Zerlegung in drei Differentialgleichungen. — Vorgiinge fiir spite

Zeiten. — Die isothermen Fliichen sind concentrische Kugeln. — Warmeleitung

in einem krystallinischen Medium. — Vereinfachung der Differentialgleichung

durch passende Wahl der Coordinaten. — Die isothermen Flichen sind &hnliche
Ellipsoide. — Wirmeleitung in einer Krystallplatte.

§ 1

Wir wollen das Problem der Wérmebewegung in einem Stabe
von speciell rechteckigem Querschnitt noch von einer anderen
Seite aus angreifen, indem wir von dem Falle ausgehn, dass die
Dimensionen des Querschnitts endlich sind.

Wir gehen aus von der Gleichung

0% 8‘0 kol
T al + oyt v+ o8
und der Bedingung, dass fiir die Oberfliche
09
5; == b&.

Der Anfangspunkt der x, y, z sei der eine Eckpunkt des rechtwink-
ligen Parallelepipedons, die Achsen parallel den Kanten, deren Liingen
i’y 1", 1 seien. Wir suchen zunichst eine particulire Ldsung und

setzen
9= Z—"Z'Z”Z;

wo Z' nur von x, Z” nur von y, Z nur von z abhiéngen soll. Diese
Losung in unsere Differentialgleichung eingesetzt, ergiebt
*z &z @z
, dyt | dz#t
O=ﬁ+a‘(d, + - - _Z)’
eine Gleichung, die nur dann fiir alle Werthe der Verinderlichen

gelten kann, wenn alle darin vorkommenden Grossen constant smd
Setzen wir also
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= — o',

d'zl’ ” ’
-dE/T = 'z )
/LA

= atZ,

wo «’, «”, a Constante sind, so heisst die Gleichung
B—a(e + "t 4 a?).

Die drei Differentialgleichungen fiir Z', Z”, Z lassen sich integriren.
Unter Beriicksichtigung der Grenzbedingungen, dass

frz=0 244z,
’ dZ' 4
fire =10 Go=—02,

und analog fiir Z” und Z,'erhﬁlt man

Z' = cos(a'z) + —b, sin(e'z), tang(e'l’) = 24:be )
2" = cos(a"y) + ,sm(a”y), tang(a ") = 2“_b—b, ,
Z =cos(az) + ; sin(ez), tang(al) = ;f%‘_%; .

Eine particulire Losung unserer Diffentialgleichung ist also
O =2'Z"Ze @t +a),

wo Z', Z",Z die angegebenen Werthe haben. Eine allgemeinere
Lésung ist*):

7= 222‘45’-”. Zu Zon Zﬂe—‘“’ (":.+a:.', .H,:)

wo
b
Zy = cos(oayx) + tang (a,. 2“ Sy
” ’” . P 2“ " b
Zy = cos(ay'y) + E,T sin (e, y), tang(as-! )= ey
Z, = cos(e,z) + —:— sin (¢x2), tang(esl) = _2_'1_be .

Diese Losung lasst sich jedem Anfangszustande anpassen, voraus-
gesetzt, dass jede Function von z smh nach den Grossen Z, ent-
wickeln lasst.

*) Die Grdssen Z_ und «, sind offenbar identisch mit den frither so be-
zeichneten Grdssen. D. H.
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§ 2.
Je grosser ¢ wird, um so niher wird & durch diejenigen Glieder
dargestellt, fiir welche
o+ a4 a?

die kleinsten Werthe hat. Der kleinste Werth hiervon ist

)/ + "% 4 a2,
wobei nach 8. 37 ! ! !

2= = o
und e, @,"1”, @,1 zwischen O und z liegen.
Was den niichstkleinsten Werth anbetrifft, so erhilt man durch
Differentiation der Gleichung:-
o] = arc cotg %(% - —Z—)

at
2b
tpfe

ada = — dl

Hieraus ergiebt sich durch Integration von 7 bis /' der Werth von
o'? — 2?2 und von a,’? — a,%

Ist nun 7 > I’, wie wir annehmen wollen , 8o sind beide Differenzen
positiv, und ausserdem, da &, > e, (fiir jeden Werth der Integrations-
variabeln /) .

@ — & >0 — e’
oder:

) —a/?> a? — a?,
Ebenso ist, wenn / > /" angenommen wird:

"2 __ "2 2 __ .2
a, a; > a, o,

e'? 4+ " + o,
der niichstkleinste in Betracht kommende Werth.¥*)

Wir nehmen nun ¢ so gross an, dass & durch die zwei ersten
Glieder der Reihe darstellbar ist; wir bezeichnen durch &, und & die
Werthe von & fir z=0 und z=17 und gleiche Werthe von z und y;
dann wird **):

und hiernach:

*) Dieger Beweis ist im Manuscript des Verf. nur ganz kurz ekizzirt und
vom Herausgeber ausgearbeitet worden.

**) Hierbei ist benutzt, dass nach S. 86 fiir ge=1 Z; =41 und Z, = — 1,
Die Grdssen A, und A4, hiingen noch von = und y ab. D. H.
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8+ 9,
T e,

8 — 9,

= Ad,e—F¢,
wo 4
B, = a’a? 412,
By = a*a’+ 1,
Ft=a*(ey* + "?).
Setzen wir nun 5! und 5!” als unendlich klein voraus, so haben
wir (indem °—"éi fir tang (‘—"2—1) gesetzt wird)

, b
oy =1/2T;,
” b
al =V2z-,7,
1 1 %
f1=2a (3 + ) = a% =,

in Uebereinstimmung mit dem Friitheren. Vgl. S. 34.

Von der Voraussetzung, dass !’ und !” unendlich klein sind, ist
hier nur bei der Auflésung der Gleichungen fir ¢, und «,” Ge-
brauch gemacht; diese Voraussetzung ist daher bei der ganzen
Methode unwesentlich. Wir werden nach unseren Betrachtungen
beurtheilen konnen, ob bei gewissen Dimensionen des Querschnitts
dieser als unendlich klein bezeichnet werden darf, und die etwa
nothigen Correctionen anbringen.

Wir fithren ein Beispiel an. H. Weber*) fand ftir einen Eisen-
stab, bei dem

bei 40° C
k= 14,85, h=0,00266, wenn 1sec=1, lmm=1, 1mg=1.
Daraus folgt
b= = 000018, b = bI" = 0,00134.
Wihrend die Annahme, dass b2’ == 57" unendlich klein ist,

2 _ 2p ¥
[ abw

also

I'=10"e=75mm, !=230,4mm,

giebt, ergiebt die genauere Rechnung**)

%) H. Weber, Pogg. Ann. 146, p. 257, 1872.
*+) Man setze in der Gleichung:
a.'l' b
B =
ﬂ'i’aa,'l' 1 ot
2 2 (1 +3 73 ')
und in dem Correctionsgliede den N#herungswerth

o2 = %,2 D. H.
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2 25 % (1 0y o2p % (11—
rr=a 2(1-2) = a® % (1—0,0002)

Dieser Unterschied ist so klein, dass er bei der bescbriinkten Genauig-
keit, die die Versuche zulassen, das Resultat nicht merklich entstellen
kann. Aus anderen Griinden ist es aber zweckmissig, die Quer-
dimensionén grésser zu wiahlen; eg wiirde vortheilhaft sein, dabei sich
nicht in den Grenzen zu halten, innerhalb deren dieselben als un-
endlich klein angesehen werden konnen, und die fiir endliche Dimen- -
sionen aufgestellten Formeln zu benutzen.

§ 3.

Verfolgen wir nun die Warmebewegung in einer Kugel unter
der Voraussetzung, dass & nur eine Function von r und 7ist. Unsere
Differentialgleichung
= a’49

(K5
Vi

verwandelt sich hier, weil
0 208  13(rd)
A=t T or =7 or
in die folgende:
0(rd) _ 209,

dt ar! b

fiir die Oberfliche sei
r=R,

09

T b9
oder

a(f&) ' . ’ _ _l— .
= —b'rd, wobei »'=10— 5

Fir r = 0 muss ferner r& verschwinden, damit hier nicht & unend-
lich gross werde. Diesen Bedingungen wird genfigt durch

rd =2A,, e~ " gin(a, 1),
wenn @, der Gleichung

tang (¢ B) = — 5“._

geniigt; es brauchen offenbar nur die positiven @ benutzt zu werden.

§ 4.
Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Wirmebewegung in
krystallinischen Medien.*) Wir haben die Differentialgleichungen der-
selben bereits S. 10 und 9 aufgestellt in der Korm

*) Vgl. Lamé, Legons sur la théorie analytique de la chaleur. Paris 1861.
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o9, 09, , 04, 29
oz Ty Tos =k G

29 28

0
— =0y 5. 1 4y 7y + a5

0% o 29
—qr'—"‘azt;;'l‘anﬁ'f‘azs‘g‘;;

2% 0% 09
— s = Gy 5;"‘“32'3;"‘“:33—,'

Die Grossen ¢ nehmen wir als Constante an. Wir setzen

a"’%@ = by, =1by,

(/Y] +_a_u_
2

ay +ais
2

byy = b3 s

=10y = by

und der Uebereinstimmung wegen
ay = by,
a3 = by,
@33 = by
Dann ist die partielle Differentialgleichung
09 Vi & ot 0% 09
T i % Z}f- + bys G + 20y dy 9%
¢ 2909 09 09
F 2051 55 52 T 205, 5y
Dieselbe lisst sich vereinfachen durch Einfilhrung anders gerichteter
rechtwinkliger Coordinaten, die denselben Anfangspunkt haben. Es
seien diese §, 7, {. Dann sind §, %, { lineare homogene Functionen
von z, y, z und umgekehrt und daher

oz ox oz
$=5€§+ﬁﬂ+ﬁ§,

— gy 0y, 4 0y
y= sttt 56

08 oz 0z
Z=5—§§+5§’2+ﬁ§-

Andrerseits ist .
o L & &
0 0% 0t + 08 9 + Q? gzt ,

2z~ 0tox | dnox ' 0
20 _ 9908 | 90 9n | 99 0¢
oy aeay+anay+a:ay’
00 _ 990t | 090 | 20 0L
95 —oEas Tanas T ot as
Aber .
28 oz
a—m=a—€—008($§),
on ox
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Daraus folgt‘, dass g—: , % , %% dieselben linearen Functionen von
a;; , 3: aog sind, wie z, ¥, z vonai, 1; ; ;,al;nd daraus weiter, dass
9% 9y’ 9z mit constanten Coeffi-
cienten in die neuen Coerdinaten transformiren kann, indem man

xz, y, z fir g: , aa: , %‘Z‘ schreibt, den gewonnenen Ausdruck in &

0% 08 0%
1, ¢ transformirt und GE? 9’ 7

Ferner findet man

2= (GVe + G+ (@) e + 202 2 ne + 257 224

man einen linearen Ausdruck von

fir & n, ¢ setzt.

oz oz
+2a§dn§ ’
y2-=. . .
2? = . .. e
8y_§g, ayasz ayaz, 3_3/38 8y3:
ve=yr it T Tacar® +Gq oz acan) ¢
oy 02 ay oe 0y 0% ay oe
+( ot 28 asa)§§+ 2% o anas)g B
ZX = . . .
.‘ry=-

und andrerseits
29 _ 29 (9t 7 9 oy ot
izt = oF )+8rz' (ad )+d§. (ai)"‘ 370t 9z o

28 2t 0k , o 00 0F On
+2a:agazax+2 7 9% 33’

*e

oyt

re

ﬁ:o

8 _ '8 0t o0F | 0"® onon 4 O*® 0L 0F, &9 (9m oL 4 on 0f
oyos 0 8yaz+6n’ oy o +3§' z+87)8§(3 1+ zby)

o

080%

*e

oz oy

Bei Riicksicht auf
ag a—g, u. 8. w-,

ne 8’8 *re ot e ot
folgt hieraus, dass 327 34%,? O’ Dy s’ 9293’ DT IY dieselben linearen
*e 0 29 18 18 8 a9 s
08 ot ? 01t Bndt’ BEGE’ E0m sind, wie 2%, ¢, z
vz, zz, xy von £, % £ n&, ¢&, En; und weiter, dass ein linearer

Functlonen von
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e ot% 0% o' 98 %
0x’ dy*? 95’ 0y 0z’ 020z’ dxdy
cienten in die neuen Coordinaten transformirt wird, indem man fiir.
diese Grossen z?% y?, z% yz, zx, xy setzt, den gewonnenen Aus-
0t e 29 0% e 09
08 Gut? GE GndE’ 90k’ 9En

Ausdruck von mit constanten Coeffi-

druck transformirt und dan.n fiir

EZ, ﬂ2’ g’) ﬂ;, CE, gﬂ schreibt.
‘Wir haben also den Ausdruck

F =0, 2% + byyy* + byy2° + 2byy2z + 2by 27 + 2,2y

in §, 5, { zu transformiren. W&hlt man die Richtungen dieser
passend, so kann man bekanntlich bewirken, dass er gleich
LE 4+ 4+ 48
wird; man hat zu diesem Zwecke die Achsen der & # { parallel den
Hauptachsen des Ellipsoids # = 1 zu nehmen. (Diese Fliche zweiten
Grades ist ein Ellipsoid; es wire sonst das Wirmegleichgewicht des
Korpers ein labiles, wie in einem isotropen Korper von negativer
Leitungsfahigkeit.) 4,, 4,, 4, sind. die reciproken Quadrate der Halb-
achsen dieses Ellipsoids.
Die Differentialgleichung S. 46 wird dann
o0t 0o o9 09

Mot har tho=cegm

oder, wenn wir .

P = 7{;’
=
p2 VI;'
&
Ps Vl_g

setzen,

Uik 09 it A 09

o2 Tope Tomr = 50
eine Gleichung, die von derselben Form ist, wie die entsprechende
fir isotrope Korper, von der wir eine Reihe particuldrer Lésungen
untersucht haben.

§ 4.
Eine solche particulire Losung der letzten Gleichung war (8. 45)

&=7rWp?+ '+ 0 ‘) ’
wo [ eine gewisse, aber noch manches Wallkiihrliche enthaltende
_Function bedeutet. Dieselbe Losung kann also auch in unserem
Falle gelten. Die i#sothermen Flichen sind dann in jedem Augen-
blicke die #hnlichen Ellipsoide: p,2 4+ p,? + p,* = const. oder:

& 4oy & __
—1T+7;+?— const.
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Diese sind reciprok den Ellipsoiden F = const.; d. h. sie haben die-
selben Achsenrichtungen und die reciproken Achsenlingen. Es gilt
der fiir & aufgestellte Ausdruck unter Anderem fiir ein unbegrenztes
Mittel, das zur Zeit ¢ = O #iberall dieselbe Temperatur hat und dem
im Anfangspunkte der Coordinaten (der zu den genannten Ellipsoiden
gehort) in beliebiger Weise Warme zugefiihrt wird. In einem solchen
Falle lassen sich allerdings Messungen nicht ausfithren. Die Ver-
schiedenheit der Leitung in verschiedenen Richtungen hat sich gezeigt
bei Krystallplatten.

Wir denken uns eine seitlich unbegrenzte Platte, deren Glei-
chungen z = 0 und z == & sein mogen. Dabei sei

fir z=0 ¢, =—A¥d,
firze=¢ ¢, =- 49,
wo h als constant angenommen wird. Die Gleichung
39, ey 0 34, 29, __

o0&
toos =—Ck G
multipliciren wir mit dz und integriren von ze=0 bis z ==
Nehmen wir an, dass fir constante Werthe von z, y und ¢ @ nur
unmerklich sich éndert, 8o haben wir

aq, &
J dz==-é Jq, Ze= — § o— (a“ +a“3y)’

aq : 8
f vdz_"a“ z=—£ (azldz'i" 22ay)

fggf dz =249

und also

% 2h 08
a“ Fat + (812 + 8y) 572 6.1:03/ + a5, iy &4 cu ot

Fir 2 und y fithren wir andere rechtwinklige Coordinaten £ und 74
ein, deren Achsen die Richtungen der Achsen der Ellipse

ay, 2 4 (81, + ayy) Ty + apy* =1

haben; die Halbachsen derselben seien -— und —l—; setzen wir

Vi, Vi
dann noch :
Dy = ;/_l—‘ )
Py = Vﬂ—l’;:

Kirchhoff, Theoric der Wiirme. 4
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so wird die Differentialgleichung @hnlich wie oben:

ki o9 2h 0o
ap Tape — 8 0BG

Man findet leicht eine Losung dieser Gleichung von der Form
9 =f(ﬁ12 + p,?, 2).
Wenn sie gilt, so sind die Isothermen die Ellipsen

g7 _
7 + % const.,

die reciprok sind den Ellipsen

ay & + (a5, + ay) Ty + 6yy* = const.,
in denen die zy Kbene die Ellipsoide # = const. schneidet. Die
Losung gilt, wenn die Platte als unbegrenzt angesehen werden kann,

zur Zeit ¢ = O iiberall dieselbe Temperatur hat und ihr im Anfangs-
punkte der x, y Wirme zugefiihrt wird.




Fiinfte Vorlesung.

Mechanische Witrmetheorie oder Thermodynamik. — Aeussere Arbeit. — Er-

baltung der Energie. — Aequivalenz von Arbeit und Warme. — Kreisprocesse. —

Anwendung auf ein Gas unter Benutzung von Stempeln und Warmereser-

voiren. — Combination zweier Kreisprocesse. — Carnot'sches Princip. — De-

finition der absoluten Temperatur. — Anwendung anf einen Kreisprocess mit

beliebig vielen Wirmereservoiren, — Erster, zweiter Hauptsatz der Wirme-
lehre. — Existenz und Definition der Entropie.

§ 1.

Wir haben uns bis jetzt mit der reinen Wdrmelehre beschiftigt,
d. h. mit den Erscheinungen, bei denen allein Temperaturinderungen
ins Auge zu fassen sind; wir wenden uns jetzt za Erscheinungen,
bei denen zugleich Temperaturinderungen und Bewegungen vor-
kommen. Das Gebiet, mit dem wir es nun zu thun haben werden,
pflegt man mechanische Wirmetheorie oder Thermodynamik zu nennen;
in neuerer Zeit erst, in den letzten vierzig Jahren etwa, ist dasselbe
mit Erfolg angebaut; dabei ist die Vorstellung sehr forderlich ge-
wesen, dass die Wiarme in Bewegung besteht; der Name mechanische
W drmetheorie weist auf diese Vorstellung hin und bei der Entwick-
lung ihrer Sitze pflegt man von dieser Vorstellung auszugehen. Wir
wollen aber den Standpunkt, den wir gewihlt haben, auch hier bei-
behalten und fortfahren, die Temperatur als eine besondere Eigen-
schaft der Materie zu betrachten, die nicht auf Bewegung zuriick-
fithrbar zu sein braucht.

Die Physik stellt die Erscheinungen, mit denen sie es zu thun
hat, dar als bedingt durch Einwirkungen, die die Korper auf ein-
ander ausliben. Zu diesen Einwirkungen gehort die Mittheilung und
Entziehung von Wirme, die wir eben besprochen haben; zu ihnen
gehdren auch die Ardfte, die in der Mechanik betrachtet werden,
z. B. die Gravitationskriifte und die Drucke, mit denen zwei sich
bertihrende Korper auf einander wirken; endlich giebt es noch andere
Einwirkungen, wie elektrische und magnetische.

Denken wir uns ein System von Kborpern, auf welches von
fremden Korpern keine anderen Einwirkungen ausgeiibt werden, als

4‘
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Krifte, die wir dussere Krdfte nennen wollen. Das System kann
dabei sehr mannigfaltige Verdnderungen erleiden: Bewegungen,
Temperaturinderungen, Aenderungen des Aggregatzustandes, des
chemischen Zustandes. Falls Bewegungen der Theile, auf welche
#ussere Kriifte wirken, vorhanden sind, so leisten diese Kriifte Arbeit;
wir wollen von dieser sagen: sie sei von Aussen dem Systeme zu-
gefiihrt; das negative derselben soll heissen: die von dem System
nach Aussen abgegebene oder die won ihm geleistete dussere Arbeit.
Wir stellen uns vor, dass die #usseren Krifte nach Willkiihr ab-
geéndert werden kdnnen; man wird dann bewirken konnen, dass das
System auf verschiedene Weisen oder auf verschiedenen Wegen, wie
wir sagen wollen, ans einem gewissen Anfangszustande in einen ge-
wissen Endzustand tibergeht. Die geleistete dussere Arbeit ist bei jedem
dieser Wege die gleiche. Dieser wichtige, aus der Erfahrung ab-
strahirte Satz pflegt mit dem Namen des Princips von der Erhaltung
der Energie belegt zu werden.

Stellen wir uns vor, dass jeder von den Zustinden, die das
System durchlaufen kann, bestimmt ist durch die Werthe beliebig
vieler Variabeln, so muss es hiernach eine Funktion dieser Variabeln
geben, und zwar eine einwerthige, aber mit einer additiven willkir-
lichen Constanten behaftete, die die Eigenschaft hat, dass die Differenz
der Werthe, die sie fiir irgend zwei Zustinde des Systems hat, der
dusseren. Arbeit gleich ist, die bei dem Uebergange aus dem einen
in den anderen dieser Zustinde geleistet wird. Man nennt diese
Function die Erergie des Systems.

Bestehen die Einwirkungen, die das gedachte System von Aussen
erleidet, nicht ausschliesslich in Kriften, sondern findet ausser diesen
eine Uebertragung von Wirme zwischen dem System und fremden
Kéorpern statt, so gilt das Princip von der Erhaltung der Energie in
der angegebenen Form nicht; es ist dann aber die Summe der von
dem Systeme geleisteten #usseren Arbeit und der nach Aussen ab-
gegebenen Wirmemenge fiir alle Wege, auf denen das System aus
einem gewissen Anfangszustande in einen gewissen Endzustand fiber-
gehen kann, dieselbe; vorausgesetzt, dass fiir die Wiarmemenge eine
gewisse Einheit, das mechanische Aequivalent der Warmeeinheit, ein-
gefthrt ist. Es sind — wie sich das kurz ausdriicken ldsst — in
Bezug auf das Princip von der Erhaltung der Energie Arbeit und
Warme dquivalent.

Auch bei einem System, wie wir es uns jetzt denken, findet hier-
nach der Begriff der Energie seine Anwendung. Es ist diese eine
Function der Variabeln, von denen der jedesmalige Zustand des
Systems abhiingig ist, welche die Eigenschaft hat, dass die Differenz
ihrer Werthe fiir zwei Zustiinde gleich ist der Summe der geleisteten
dusseren Arbeit und der nach Aussen abgegebenen Wirmemenge,
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wihrend das System aus dem einen in den anderen der beiden Zu-
stinde iibergeht.

Ist der Endzustand ‘des Systems und sein Anfangszustand der
gleiche, oder hat, wie man sagt, das System einen Kreisprocess durch-
gemacht, so ist die Summe der geleisteten &usseren Arbeit und der
nach Aussen - abgegebenen Wirmemenge gleich Null; es ist dann,
wie man sich ausdriickt, Warme in Arbeit oder umgekehrt ver-
wandell.

Solche Kreisprocesse werden wir jetzt niher zu betrachten
haben.

§ 2

Es ist bekannt, dass eine Gasmasse sich erwidrmt, wenn sie zu-
sammengedriickt wird, und sich abkithlt, wenn man sie sich aus-
dehnen lésst. An diese Thatsache wollen wir ankniipfen.

Wir wollen uns eine Gasmasse denken, die in einem mit einem
Stempel versehenen Cylinder sich befindet. Bei den Zusténden, die,
wie wir annehmen werden, die Gasmasse durchlduft, soll dieselbe
sich immer im Gleichgewicht oder dem Gleichgewicht unendlich nahe
befinden; dazu gehort auch, dass die Temperatur bis auf unendlich
kleine Unterschiede iiberall dieselbe ist. Diese Temperatur kann
aber, so stellen wir uns vor, durch Wirme, die man von Aussen zu-
oder nach Aussen ableitet, beliebig geiindert werden, und auch der
Druck des Gases kann beliebig geéindert werden dadurch, dass man
den Stempel durch Gewichte mehr oder weniger beschwert. Der
jedesmalige Zustand des Gases ist dann bestimmt durch die Werthe
zweier von einander unabhéngiger Variabeln; wir konnen als diese an-
nehmen die Temperatur & und das Volumen »; der auf die Fldcheneinheit
bezogene Druck p ist eine Function
von v und 9. Die Zustandsiinderungen, ,
welche das Gas erfibrt, wenn » und &
geindert werden, kann man sich ver-
anschaulichen, indem man v und & als
die rechtwinkligen Coordinaten in einer
Ebene betrachtet; einem jeden Zustande
entspricht dann ein Punkt, einem jeden
Processe, dem das Gas unterworfen
wird, eine Linie, die der Punkt durch-
lduft, einem Kreisprocesse eine in sich
zurficklaufende Linie.

Wir wollen nun einen Kreisprocess
verfolgen, der durch die Linie 4BC D A dargestellt ist. Fir die Linie
AB soll & gleich der Constanten @,, fir CD® = &, sein, wihrend
die Linien BC und DA die Eigenschaft haben sollen, dass bei den

Fig. 6.
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entsprechenden Zustandsinderungen des Gases diesem keine Wirme
zugefithrt oder entzogen wird. Bei dem Processe, der der Linie 4B
entspricht, bei dem das Gas sich ausdehnt, muss ihm eine Wiirme-
menge durch Leitung zugefithrt werden, da die Temperatur constant
bleibt; sie sei ¢,; bei dem Processe € ) muss ihm eine Wirmemenge
entzogen werden; sie sei ¢,. Die wihrend des Processes geleistete
Arbeit, d. h. das tiber die Linie 4 BCD A ausgedehnte Integral

fpdv

gei a; dann ist nach dem Satze von der Aequivalenz von Wirme
und Arbeit:
a =gy — gy,

wobei a, ¢,, ¢, positive Grossen sind. Wir konnen und wollen uns
denken, dass die Wirmemenge ¢, aus einem Korper von der Tempe-
ratar &, entnommen sei, und dass die Warmemenge ¢, in einen von
der tieferen Temperatur &, fliesse; wir wollen diese Korper durch R,, R,
bezeichnen und Wdrmereservoirs nennen. Andere Aenderungen als
Temperaturinderungen sollen in ihnen nicht vorkommen und diese
sollen als unendlich klein zu betrachten sein in Folge der Grosse
ihrer Massen.

Wird der gedachte Kreisprocess nmal nach einander ausgefiibrt,
wo n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so wird die dussere
Arbeit 4 geleistet, dem R, die Wirmemenge 0, entzogen, dem R,
die Wérmemenge 0, zugefiihrt, wenn

Ad=na, O, =ngq, 0,=ng,
woraus auch folgt '
) 4=0,—0,.
Wir wollen uns a sehr klein, n sehr gross denken; durch passende
Wahl von n kann dann dem A4 jeder beliebige positive Werth ge-
geben werden. Unsere Maschine, wie wir die gedachte Vorrichtung
nennen wollen, kann eine beliebige positive dussere Arbeit 4 leisten,
entzieht dabei aber dem R, die proportionale positive Wirmemenge
0, und fihrt dem R, die proportionale positive Wirmemenge
0, zu.
Wir kénnen in unseren Formeln, ohne sonst etwas zu &ndern,
fir n aber auch eine negative ganze Zahl setzen, wodurch 4, 0,, 0,
negativ werden. Wir konnen das, da der beschriebene einfache
Kreisprocess bei unserer Maschine ein umkehrbarer ist. Der Process,
der dadurch dargestellt ist, dass der Punkt, dessen Coordinaten v, &
sind, die Linie 4DCB A durchliuft, ist die Umkehrung des, vorher
gedachten; bei ihm wird die dussere Arbeit — a geleistet, dem R,
die Wiarmemenge — ¢, entzogen, dem R, die Wirmemenge — g,
zugefilhrt. Denken wir uns diesen Process nmal — wo n eine posi-
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tive ganze Zahl ist — ausgefiihrt, nennen wir 4 die geleistete Zussere
Arbeit, 0, die dem R, entzogene, (), die dem R, zugefilhrte Wirme-
menge, 80 ist

A= —na, Q= —nq, 0,=—ng,
Gleichungen, die aus den obigen entstehen, wenn man — n an Stelle
von n setat.

§ 3.

Denken wir uns nun eine zweite Maschine, welche #ussere Arbeit
durch Kreisprocesse liefert, bei denen sie Wérme aus R, aufnimmt
und solche an R, abgiebt. Waihrend sie die positive dussere Arbeit
A leistet, moge sie von R, die Wirmemenge 0, aufnehmen und an
R, die Wirmemenge 0, abgeben, wihrend O, und Q,, wie friiher,
die entsprechenden Grossen bei der erstgedachten Maschine sind.
Nachdem durch die zweite Maschine die Arbeit 4 geleistet ist, moge
durch die erste die Arbeit — 4 geleistet werden. Es hat dann ein
Kreisprocess stattgefunden, durch welchen die #ussere Arbeit Null
geleistet, dem R, die Wirmemenge (,'— 0, entzogen, dem R, die
Wirmemenge 0, — 0, zugefithrt ist. Nach dem Satze von der
Aequivalenz von Wérme und Arbeit milssen diese Wiarmemengen ein-
ander gleich sein; nach dem Carnot’schen Principe konnen sie nicht
negativ sein.

Durch unmittelbare Leitung wird positive Wirme stets von
wiirmeren zu kilteren Korpern ibergefilhrt; das Carnot’sche Princip
sagt aus, dass auch durch Vermittelung irgend eines Systems, welches
Kreisprocesse erleidet, durch welche keine &ussere Arbeit geleistet
wird, nie positive Wirme aus einem kilteren Korper in einen
wiirmeren flbergeleitet werden kann. Auf unseren Fall angewendet,
ergiebt dieses Princip unmittelbar, dass 0,"— 0, oder 0,’— 0, nicht
negativ sein kann. .

Sind die Kreisprocesse der zweiten Maschine, wie die der ersten,
umkehrbare, so gelten auch die Betrachtungen, die aus den an-
gestellten entstehen, wenn man die beiden Maschinen gegen ein-
ander vertauscht; es kann dann auch 0, — Q," oder, was dasselbe
ist, 0, — 0, nicht negativ sein, d. h. es muss sein

01'= 01) 01’= 02-

Wir haben hiernach den Satz:

Wenn eine Maschine #ussere Arbeit leistet durch umkehrbare
Kreisprocesse, bei denen sie aus R, Warme aufnimmt und an R,
Wirme abgiebt, so sind die Warmemengen 0, und 0,, welche einer
gewissen Arbeit entsprechen, von der Natur der Maschine im Uebrigen
unabhingig und nur bedingt durch die Temperaturen &, und &, und
durch 4. Nach den Betrachtungen, die wir fiir eine Maschine durch-
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geftihrt haben, ist 0, : 0, von 4 unabhingig;*) es gilt das also all-
gemein fir die Maschinen der bezeichneten Art und fiir alle diese ist

& =ro1, 9,

wo f eine unbekannte Function der beiden angegebenen Argumente
bedeutet.

§ 4.

Das Carnot'sche Princip erlaubt diese Function / von zwei
Argumenten auszudriicken durch zwei Werthe einer Function von
einem Argument. Denken wir uns drei Warmereservoirs R,, R,, R,,
deren Temperaturen &,, 9,, &; sind, und nehmen wir an, dass

8,>8,> 8,.

Durch einen umkehrbaren Kreisprocess — zu dem etwa die be-
schriebene Gasmaschine dienen moge — werde zuerst dem R, die
Wirmemenge 0, entzogen, dem R, die Menge Q,” zugeftihrt, dann
durch einen zweiten dem R, die Menge 0, entzogen, dem R, die Menge
0y zugefithrt, endlich durch einen dritten dem R, die Menge 0, ent-
zogen, dem R, die Menge Q" zugefithrt. Von den sechs Grossen 0
kbonnen drei, etwa 0,, 0,, 05 beliebig gewdhlt werden; die drei
anderen sind dann bestimmt durch die Gleichungen :**)

Q" =‘f(8|: ’&2)7

@&
R ACTENE
g‘:‘ =/(9, ’83)-

Ueber die Grossen, iiber welche verfilgt werden kann, werde nun so
verfligt, dass erstens
0, =0,

und dass zweitens die ganze &ussere Arbeit gleich Null, d. h.
O —0'+ 0, — 0+ 0y — 0y =0,

0y — 0= 04— 0.
Der Erfolg des ganzen Processes ist dann der, dass ohne Leistung
von Arbeit die Warmemenge Q, — 0," oder 0y — 0, aus dem Reser-
voir R, in das Reservoir Ry iibergeleitet ist. Nach dem Carnot’schen
Principe kann diese nicht negativ sein. Der ganze Process ist aber

*) Denn wenn man n variirt, indert sich A, nicht aber @, : @,. D. H.
**) Die dritte dieser Gleichungen ist offenbar gleichbedeutend mit:

also

8—:‘} = f(O., 01). D. H.
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umkehrbar. Wird er umgekehrt, so behalten die sechs Grdssen @
dieselben absoluten Werthe, bekommen aber die entgegengesetzten
Vorzeichen. Auch dabei diirfen die genannten Differenzen nicht
negativ werden; sie miissen also gleich Null sein; d. h. es muss sein
0, =0y,
05 = 0y
Mit Hilfe hiervon ergiebt sich

9.9,
1@ 0= F5y

Wir wollen nun 9y als eine willkiihrliche Constante*), &, und 5, aber
als Variable ansehen; /(9,, &) ist dann eine Function der einen
Variabeln &,, f(®,,®;) dieselbe Function von &,. Bezeichnen wir
durch 7 eine gewisse positive Function von &, durch 7, T, ihre
Werthe fiir 8 = &, und & = &,, so haben wir also

1@, 0)=17t-

Fiir einen umkehrbaren Kreisprocess, bei welchem dem R, die Menge
0, entzogen, dem R, die Menge 0, zugefiihrt wird, ist daher

% @
h-%=o
g 5.

Jetzt konnen wir die Definition der Temperatur, die wir bisher
sehr unvollstindig gegeben haben (8. erste Vorlesung), vervollstin-
digen. Wir haben ein Merkmal fiir die Gleichheit der Temperaturen
zweier Korper angegeben: wenn nach dem Zusammenbringen zweier
Korper ihre Zustdnde sich nicht @ndern, so haben sie gleiche Tempe-
ratur. Aber iber die Grosse des Unterschiedes oder des Verhilt-
nisses zweier Temperaturen haben wir Nichts gesagt. Wir haben
bisher die Temperatur durch Ausdehnung von Quecksilber gemessen;
ebenso gut hitten wir die Ausdehnung oder irgend eine andere Ver-
dnderung durch die Wirme eines anderen Korpers benutzen kionnen,
wenn sie nur bei der Erwidrmung immer in gleichem Sinne vor sich
geht. Viel besser ist es aber, die Definition der Temperatur unab-
héngig von den Eigenschaften eines bestimmten Korpers zu geben.
Dann werden die Gesetze der Warmewirkungen die einfachste Form
annehmen und sie werden am leichtesten zu finden sein. Das er-
reichen wir, indem wir die Temperatur der Function 7' gleich setzen.
Wir wollen T die absolute Temperatur nennen; die Temperatur, fiir
die 7 =0 ist, haben wir dann als den absoluten Nullpunkt der
Wirme zu bezeichnen, .

*) Der Werth dieser Constanten ist fir die Bestimmung von f (&, &,) ganz
gleichgiiltig, da er sich im Zithler und Nenner fortheben muss, D. H,
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Nach der aufgestellten Definition hat man, um Messungen iiber
absolute Temperaturen aufzustellen, den folgenden Weg einzu-
schlagen.

) Es seien R, und R, zwei Korper, deren absolute Temperaturen
T, und 7, sind. Das Instrument, welches man gebraucht, ist irgend
eine Maschine, die durch umkehrbare Kreisprocesse Wirme in Arbeit
verwandeln kann, indem sie von R, Wiarme aufnimmt und in R,
Wirme aberfiibrt. Man messe die Warmemengen 0, und 0,, die
bei eipem solchen Kreisprocess resp. von R; aufgenommen und an
R, abgegeben werden; man hat dann

Wenn 7, = 0 ist, dann ist Q, == 0; d. h. einem Korper, dessen
absolute Temperatur Null ist, kaun durch Aufwand von Arbeit keine
Wirme mebr entzogen werden, und iiberhaupt auf keine Weise; wir
werden sagen konnen, dass dann keine Wirme mehr in dem Kérper
enthalten ist.

Nur dus Verhditniss zweier Werthe von T ist nach der obigen
Gleichung messbar. Um 7 vollstindig zu definiren, konnten wir
den Werth von 7 fir eine Temperatur beliebig wihlen oder auch
die Differenz der Werthe von 7 fiir zwei Temperaturen beliebig fest-
setzen. Das Letztere wollen wir thun. Wir bezeichnen die Werthe
von T fir die Temperaturen, die man 0°C und 100°C nennt, durch
T, und 7)), und setzen fest, dass

TIOO _— TO == ]OO.

§ 6.
Der durch die Gleichung
@ ¢
r,— 1, =0

ausgesprochene Satz, welcher uns soeben zur Definition der absoluten
Temperatur gefiihrt hat, erlaubt eine Verallgemeinerung, die wir nun
ableiten wollen.

Wir denken uns eine Maschine ¥, die durch Kreisprocesse Wirme
in Arbeit verwandeln kann, indem sie von den Wiarmereservoirs

R, Ry, ....R,,
deren absolute Temperaturen
T, >T,>....>T,

sind, die Warmemengen

Oy Oy oo oo On
aufnimmt. o
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Wir denken uns daneben eine zweite Maschine m, die durch
umkehrbare Kreisprocesse Wirme in Arbeit verwandeln kann, indem
sie von zwei Reservoirs Warme aufnimmt.

Nachdem mit der ersten Maschine der bezeichnete Process aus-
gefiihrt ist, denken wir uns mit der zweiten die folgenden bewirkt.
Zuerst werden R, und R, benutzt und dabei diesen die Wirmemengen
¢, 4, zugefihrt, dann R,, R, und ihnen g¢,, ¢; zugefithrt, u.s. f.
Zuletzt werden R,_,, R, benutzt und ihnen g¢,_1, ¢a  zugefihrt.
Diese Processe sollen dabei so geleitet werden, dass

0, =¢, +4),

0 =¢ + Q:';"

Ot =qn 1+ ¢n—1,
und dass die durch die beiden Maschinen im Ganzen geleistete Arbeit
gleich Null, d. h. dass

91—Q|'=Qu-"9n’
ist.*) KEs ist das moglich; denn diese n — 1 Gleichungen in Ver-
bindung mit den n» — 1 Gleichungen

9 QL'=
+7,=0

T,

s g —
n, tr="0
ot I
Tu—l Tn

erlauben gerade die 2(n — 1) Grossen ¢ und ¢’ zu bestimmen.

Nun ldsst sich das Carnot’sche Princip anwenden. Es sagt aus,
dass ¢, — 0, oder 0, — ¢, nicht positiv sein kann, Die Addition
des letzten Systemes von Gleichungen giebt bei Riicksicht auf die
Gleichungen fiir 0,, ... Os_1:

% @ Qu—1 9,
atot o tr v =0

Hieraus folgt
¢ Qe Q,. Q&i—a Qn— q,
ntototn= "+ T
1 1
= (0 — @) (jv“ — ZT.)
Da nun 7, > T,, so ist der zweite Factor auf der rechten Seite

dieser Gleichung negativ; der erste kann nach dem Carnot’schen
Princip nicht negativ sein. Daraus folgt

*) Das Resultat aller Processe bestebt also ausschliesslich in der Ueber-
fibrung der (nothwendig negativen) Warme ¢, — Q= Q, — g,” aus B, in R,
D. H.
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Ql Q Qn
1_'|+T:+"'+:T:§O'

Diese Ungleichung spricht den sogenanunten zweiten Hauptsatz der
Wirmelehre in seiner allgemeinsten Form aus. Als ersten Hauptsatz
bezeichnet man den Satz von der Aequivalenz von Wirme und
Arbeit.

8 1.

Um nun eine wichtige Anwendung des zweiten Hauptsatzes zu
machen, denken wir uns mit irgend einem System einen Kreisprocess
nach Art des eben betrachteten ausgefiihrt.

Die Wirmemengen d Q 8ollen dabei von unendlich vielen Warme-
reservoirs geliefert werden, und zwar die einzelne Wirmemenge d0,
die dem Systeme zufliessen soll, wiahrend es die Temperatur 7 hat,
von einem Reservoir, das die Temperatur T 4 & besitzt, wo & eine
unendlich kleine Grosse ist, die aber dasselbe Vorzeichen wie d 0
haben muss und also mit diesem sein Vorzeichen wechselt. Der
zweite Hauptsatz lehrt dann, dass

Nun denke man sich den Kreisprocess umkehrbar und in umgekehrter
Richtung ausgefithrt. Die Zeichen dQ und & sollen dabei dieselben
Werthe wie frither bezeichnen, sodass d0 nun die Wirmemenge ist,
die dem System bei der Temperatur 7 durch ein Reservoir von der
Temperatur T’ — & entzogen wird; dann giebt der zweite Hauptsatz

Da nun & unendlich klein ist, so ist bis auf unendlich kleine Grdssen
hoherer Ordnung :

d
IT—¢
Kleines verschieden. Die beiden Ungleichungen zeigen also, dass,
wenn man nur Endliches beriicksichtigt,

aQ
fa9—o

Statt dessen konnen wir sagen: Wird das System aus einem ge-
wissen Anfangszustand in einen gewissen Endzustand einmal auf
einem, dann auf einem anderen umkehrbaren Wege tibergefiihrt, so hat

a9
I

fiir beide Wege denselben Werth.

. aQ
und daher sind T4 und
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Ist der Zustand des Systems durch eine beliebige Zahl von
Variabeln charakterisiert, so folgt hieraus die Existenz einer ge-
wissen Function dieser Variablen in dhnlicher Weise, wie aus einem
dhnlichen Satze die Existenz der Function derselben Variabeln, die
wir die Energie des Systems genannt haben, folgte. (Vgl. 8.52). In
der That muss es eine (eindeutige, aber mit einer additiven will-
kiibrlichen Constanten behaftete) Function geben, welche die Eigen-
schaft hat, dass die Differenz der Werthe, die sie fiir den Anfangs-
und Endzustand hat, jenem Integral gleich ist. Diese Function ist
von Clausius die Entropie des Systems genannt worden.

Bezeichnet S diese Entropie, so ist also

d
as=SE.

Die Betrachtungen, die uns auf den Begriff der Entropie hier gefithrt
haben, kénnen offenbar auch auf den Fall ausgedehnt werden, dass
die Temperatur der verschiedenen Theile des Systems eine ver-
schiedene ist; man kann dann :
as =3¢

setzen, wo die Summe sich auf die Theile bezieht, welche verschie-
dene Temperatur 7 haben. Die Entropie S ist, wenn die Zustinde
des Systems von beliebig vielen Variabeln abhingen, eine Function
dieser Variabeln, wie es auch die Energie U ist. Zu beachten ist |
aber, dass, wihrend der Begriff der Energie sich auf alle Verinde-
rungen anwenden lisst, welche ein System von Korpern erleidet, der
Begriff der Entropie sich nur auf umkehrbare Processe bezieht.



Sechste Vorlesung.

Anwendungen der beiden Haupts#itze. — Zustand des Systems bestimmt durch
zwei Variable, als deren eine die Temperatur genommen wird — Ausdriicke
fir Energie und Entropie. — Fall, dass das Differential der iusseren Arbeit
dasjenige der Temperatur nicht enthiilt, — Freie Energie, auch bei beliebig
vielen Variabeln. — System nach Aussen abgeschlossen. — Umkehrbare, nicht
umkehrbare Processe. — Wachsthum der Entropie, — Adiabatische, isothermische
Processe. — Thermische Ausdehnung eines Korpers. — Specifische Warme bei
constantem Druck, bei constantem Volumen und bei anderen Bedingungen. —
Gasformiger Kdrper. — Gay Lussac- und Mariotte’sches Gesetz, — Messung der
ahsoluten Temperatur. — Messung des Verhiltnisses C, : C, aus der Beobachtung
adiabatischer Processe, insbesondere aus der Schallgeschwindigkeit. — Ideelle
und wirkliche Gase.

§ 1

Wir haben die beiden Hauptsitze der mechanischen Warme-
theorie kennen gelernt und zwei mit diesen Sétzen verbundene Be-
griffe: den der Energie U und den der Entropie S. Sie beziehen sich
auf ein System, das verschiedene Zustinde durchlaufen kann, wihrend
ihm von Aussen Arbeit d# und Wirme dQ zugefihrt wird. Die
Zustinde dachten wir uns charakterisirt durch eine beliebige Zahl
von Variabeln, von denen U und S Functionen sind. Immer ist
dann, wenn die Indices O und 1 sich auf zwei Zustinde beziehn,

U, —U,,'=ﬁdW+d0)

und, wenn die Verinderungen auf umkehrbarem Wege geschehen,

Nun sollen Anwendungen der beiden Hauptsitze der mechani-
schen Wirmelehre auf verschiedene Processe gemacht werden, die in
den Korpern stattfinden konnen, und mit Hiilfe derselben Beziehungen
abgeleitet werden zwischen den Grossen, die bei diesen Processen in
Betracht kommen.
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Wir wollen uns ein System von Korpern denken — das sich
auch auf einen Korper reducieren kann — welches Zustinde durch-
lauft, die durch zwei von einander unabhingige Variable bestimmt
sind. Die eine von diesen soll die absolute Temperatur 7' sein, wobei
vorausgesetzt ist, dass alle Punkte des Systems dieselbe Temperatur
haben. Die andre Variable wollen wir x nennen und uns vorbe-
halten, fiber ihre Bedeutung je nach dem zu betrachtenden Falle zu
verfiigen. Der Zustand des Systems, also die Werthe von = und 7
sollen gedindert werden konnen durch Zufuhr von Wérme und da-
durch, dass man dussere Krifte auf Theile des Systems wirken und
Arbeit leisten ldsst. Um zu bewirken, dass 7 um d7 und z um
dx wachse, sei es nothig, die Wirmemenge dQ zuzufithren und die
dufseren Krifte die Arbeit d # leisten zu lassen. Wir setzen

d0 = Xdx + YdT,
dW = Adx + BdT

und nehmen an, dass X, ¥, 4, B Functionen von & und 7, d. h.
bestimmt sind, wenn z und 7 bestimmte Werthe haben. Es ist das
durchaus nicht immer der Fall (z. B. da nicht, wo di¢ Reibung eine
Rolle spielt); findet es statt, so ist der Process, bei dem 2 und 7
sich éndern, ein umkehrbarer; man braucht namlich dem d ¢ und
dem dW nur die entgegengesetzten Werthe zu geben, um zu be-
wirken, dass auch dz und d 7 die entgegengesetzten Werthe erhalten.
Zur niéheren Erlduterung des Gesagten diene folgendes Beispiel: Es
sei das System ein schwerer Korper und eine horizontale Unterlage,
auf welcher jener in einer Richtung mit Reibung verschiebbar ist.
Es sei x die Verschiebung, die der Korper von einer gewissen An-
fangslage aus erlitten hat. Dann ist

AW = Adz,

wo der absolute Werth von A4 gleich der Reibung ist; das Vorzeichen
von A ist aber immer dem von dz gleich, da die Reibung immer
der Bewegung entgegenwirkt. Es ist daher A4 nicht eine Function
von z und 7, sondern hiingt von dem Vorzeichen von dx ab. Solche
Fiille also schliessen wir aus, indem wir annehmen, dass X, ¥, 4, B
Functionen von z und 7 sind. Zwischen diesen Functionen werden
die zwei Hauptsitze zwei Relationen ergeben.

§ 2.

Es sei U die Energie des Systems: eine Function von z und 7.
Dann ist
dU= d0 + aw

= (X + A)dz + (¥ + B)arT,

also
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oUu
und -
W —r+8,
somit
dX+4) _2(Y+B)
oT ox

Das ist eine dieser beiden Relationen.
Es sei ferner S die Entropie des Systems: ebenfalls eine Function
von z und 7. Dann ist fiir eine umkehrbare Veranderung:

d X Y
is=20 =L az 4 Lar,

also

8 X

oz ~ T’

o8 Y

oT — T
folglich

d (X _ @ (X).
o1 (1) =5z ()5
das ist die zweite von den Relationen, auf welche ich hingewiesen habe.
Es lassen sich dieselben in verschiedene bemerkenswerthe Formen
bringen. Die Entwicklung der letzten giebt
X X 9Y,
T~ ar ~ oz
mit Hinzuziehung der ersten hat man also die Doppelgleichung
X_0X_ Y _0B_ 04
TT&8T 9z oz oT
Andrerseits findet man aus der letzten auch
10Y 2 (X\.
T 5 ot (7)5
man hat also auch die Doppelgleichung
10Y 9 (X oY 9 (0B ¢4

T oz — aT \oT ~ ax/ = T \oz ~ 3T/’
Aus 4, B, X, ¥ kann man U und S finden und zwar offenbar in
verschiedenen Formen ausgedriickt, da zwischen jenen vier Functionen
zwei Relationen bestehn. Wir haben
ou
7z =4 + X ’
oU
a—T = B + Y .
Es sei nun z, ein beliebig gewdhlter constanter Werth von z;
dann ist
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0 =0, + fas(4+ D),
T %o
U, = [aT(B, + 7)),

wobei U,, B,, ¥, die Functionen von 7 bezeichnen, in welche
U, B, ¥ iibergehn, wenn man darin z, fir x setzt, und wobei in
dem ersten Integral T als constant zu betrachten ist. Bei ent-
sprechender Bezeichnung hat man

s=5,+ [az (%),
o J.x(r)

T
So-=de-1—;%-

Die Ausdriicke von U und S kann man schreiben

U=U.,+de {4+ T(?a—’:—g—‘;,)},

3B 94
S=38, +fda:(-a—5—g—1, :
z,

Man sieht hieraus, dass U und S (bis auf die additiven Constanten,
welche sie enthalten) bestimmt sind, wenn 4 und B als Functionen
von z und 7 und ¥, als Function von 7 gegeben ist.

Umgekehrt sind 4, B, X, ¥ durch U und S ausgedrlickt in den
Gleichungen

x=r%,

r=r33,

A= — T
B=20_1%3. )

§ 3.

Wenn z in gewisser Weise gewihlt ist, so lassen sich U und S,
also auch 4, B, X, ¥ durch eine Function ausdriicken. Es sei so
gewihlt, dass

B =0,
also

AW = Adx
Kirchhoff, Theorie der Wiirme. 5
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ist¥*), dann ist

oU _ p8
orT T
Man setze
oF .
S=—23;
dann wird
U _ __ 1 2%
2 oT??

aber T %&: ist ein vollstindiger Differentialquotient, namlich
2% 9 (m 0F )
T 71 ='a_1’(Ta'T_ %)

oT?
man geniigt also dieser Gleichung durch
0%
0=F—T %

und hat so U und S durch die eine Function § ausgedriickt. Die-
selbe ist von Helmholtz**) die freie Energic des Systems genannt
worden ; es folgt aus den Gleichungen fir S und U

F=U—T8,
woraus man ersieht, dass in §§ ein Glied von der Form
a+bT

enthalten sein muss, wo a und b willkiihrliche Constanten sind, da
in U und S je eine willkithrliche additive Constante vorkommt. Fiir
X, ¥, 4, B hat man

Auch der Begriff der freien Energie findet Anwendung auf den Fall,
dass eine beliebige Anzahl von Variabeln nothig sind zur Charakte-
risirung der betrachteten Zustinde des Systems. Es seien diese
Zy, %y, ... und T'; wieder seien d 0 und d# die Warmemenge und
die Arbeitsgrosse, die dem Systeme zugefithrt werden miissen, wenn
Zy, Z3: ... T wachsen um dz,, dz,, ... dT, und es sei

*) D. h. dass Temperaturinderung bei constantem « nicht mit Arbeits-
leistung oder -Verbrauch verbunden ist. Die bezeichnete Wahl ist immer
mdglich, weil sich jede mechanische Arbeit ohne Einfithrung des Temperatur-
begriffs definiren l#sst, D. H.

**) H. v. Helmholtz, Sitzungsber. der Berl. Akad. vom 2. Febr., 27. Juni
1882, p. 22 u, 825. Gesammelte Abhdl. II, p. 968, 1888.
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d0 = X,dx, + X,dx,+ - .-+ ¥dT,
AW = Aidx, + d,dz, + - - -,%)
wo die Coefficienten der Differentiale Functionen von z,, z,, ... T

sind. Auch hier ist dann
AU=4d0+ aw,

d
as=2,
woraus folgt
oU s X, 0
a_x,'=x’+d" 7z T 4, = ax’(U_TS)’
oU 298 __ X [/
37":‘1’2"!'42; 337, T" A=6—(U—TS),
BU BS Y
ir=" T~ T
Setzt man wieder
F=U0—-1T8S,
also s S
% _ 3
=T —S
so folgt aus den beiden letzten der oblgen Gleichungen
A
und dann weiter )
=% —T935.
Ue=F—T o7
Daraus ergiebt sich
% - 1. 28" ——72%
4, = 9y’ = 0z, 0T’ ¥ r oT:
o3 - 728 .
Az = a—x" ’ X'z = 2901
§ 4

Bevor wir specielle Annahmen tiber die Beschaffenheit des be-
trachteten Systems einfithren, wollen wir noch einige Schliisse ziehn
unter der Voraussetzung gewisser #usserer Bedingungen, denen das
System unterworfen sein kann.

Stellen wir uns vor, dass dem Systeme weder Wirme noch Arbeit
zugefiithrt wird, also

d0=0 und d¥W =0
oder, wie wir sagen wollen, dass das System nach Aussen abgeschlossen
ist; dann ist
U = const.,
~ 8 = const.

*) Aleo auch hier B=0. D. H.
5*
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Sind die moglichen Zustinde des Systemes durch nur zwei Variable
bedingt, so sind diese durch diese beiden Gleichungen bestimmt; es
konnen gar keine Verdnderungen stattfinden. Anders ist es aber,
wenn mehr als zwei Variable in Betracht kommen; dann sind Ver-
dnderungen moglich, fiir die aber die beiden Differentialgleichungen

a0 =0,
aw =20
oder die beiden Integralgleichungen

U = const.,
S == const.

gelten. Dabei ist aber vorausgesetzt, dass die Veréinderungen, die
stattfinden, wumkehrbare sind.

§ 5.

Es ist schon darauf hingewiesen, dass es nicht-umkehrbare Pro-
cesse giebt; als ein Beispiel eines solchen ist die mit Reibung statt-
findende Verschiebung eines schweren Korpers auf einer horizontalen
Unterlage angefiihrt (S. 63); andre Beispiele sind: die Aufldsung
eines Salzes in Wasser, die durch einen elektrischen Funken zu be-
wirkende Vereinigung von Wasserstoff und Sauerstoff zu Wasser, die
Temperatur-Ausgleichung, die stattfindet, wenn man zwei Korper von
verschiedener Temperatur zusammenbringt. Der Begriff der Energie
ist unmittelbar auch auf Processe, die nicht-umkehrbar sind, anwend-
bar; nicht so der Begriff der Eutropie, der ja nur auf umkehrbare
Processe sich bezieht. (Vgl. S. 61.) Auch auf nicht-umkehrbare
Processe wird aber der Begriff der Entropie anwendbar, wenn die
Verinderungen, die durch dieselben erzeugt werden, auch auf um-
kehrbarem Wege hervorgebracht werden konnen. Das ist mdglich
in dem Falle des mit Reibung auf einer horizontalen Unterlage be-
weglichen Korpers; man braucht den Korper nur aus seiner Anfangs-
lage durch &ussere Kriifte um eine beliebige Strecke von der Unter-
lage zu heben, dann die horizontale Bewegung auszufiilhren und
endlich ihn auf die Unterlage herabzulassen; die Reibung ist dann
eliminirt und der ganze Vorgang ein umkehrbarer. Auch die Auf-
16sung eines Salzes in Wasser kann auf umkehrbarem Wege ge-
schehn; man muss das Wasser in Dampf von geniigender Verdiinnung
ibergehn lassen, den Dampf mit dem Salz in Berfihrung bringen
und nun seine Condensation durch Vermehrung des Druckes bewirken,
Einen solchen Process werden wir spéter ausfilhrlich erortern; ich
filhre ihn hier an, als ein Beispiel dafiir, dass Verinderungen, die
auf nicht-umkehrbarem Wege geschehn, oft auch auf umkehrbarem
Wege hervorgebracht werden konnen.
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Denken wir uns ein nach Aussen hin abgeschlossenes System,
in dem nicht-umkehrbare Processe stattfinden, aber nur Zustinde
vorkommen, welche aus einander auch durch umkehrbare Processe
entstehen konnen. Jedem Zustande des Systems entspricht dann ein
gewisser Werth der Entropie: der Werth, der sich ergiebt, wenn
man annimmt, dass die Zustinde auf umkehrbarem Wege geiéndert
werden. Die Energie U bleibt in dem gedachten Falle constant;
nicht so die Entropie S. Nehmen wir an, es gehe das System aus
einem Zustande, auf den sich der Index O beziehen soll, tiber in
einen, auf den sich der Index 1 bezieht. Den nicht-umkehrbaren
Process, durch den dieser Uebergang geschieht, denken wir uns zu
einem AKreisprocess erginzt durch Hinzufiigung von wumkehrbaren
Verinderungen, bei denen dann aber gewisse Einwirkungen auf das
System von Aussen stattfinden mitissen. Ueber diesen Kreisprocess
ausgedehnt, ist nach S. 62%)

1}
[ =[5
0

Dieser Ausdruck ist nach dem zweiten Hauptsatz (8. 60) kleiner
oder gleich Null; andererseits ist, da bei dem Uebergange von 0
zu 1 keine dussere Einwirkung stattfinden soll,

1

mithin °

d. h. o= S <0
81> S

Das Resultat ist also, dass bei dem abgeschlossenen Systeme kein
Process stattfinden kann, bei dem die Entropie verkleinert wiirde.

Clausius**) hat diese Schliisse auch auf das Weltall angewendet
und die Sitze ausgesprochen: Die Energie der Welt ist constant.
Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu.

Das setzt aber voraus, dass alle Verinderungen, die in der Welt
stattfinden, auf umkehrbarem Wege vor sich gehen Adnnten, ***)

Wir haben oben vorausgesetzt, dass bei dem Uebergange des
Systems aus dem Zustande O in den Zustand 1 weder Wirme noch

*) Hierbei bedeutet dQ die Wirmemenge, welche im Laufe des Kreis-
processes aus einem Reservoir von der Temperatur T' in das System iiber-
gegangen ist. Wahrend des ersten, nichtumkehrbaren Theils des Kreisprocesses
ist dQ = 0, weil derselbe ohne jede #ussere Einwirkung verliuft. D. H.

**) Clausius, Poggendorff’s Ann, 125. p. 400.
***) Bis jetzt ist noch keine Verinderung aufgefunden worden, bei der diese
Voraussetzung zu einem Widerspruch mit der Erfahrung fihrt. D. H.
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Arbeit ihm von Aussen zugefiihrt werde; bei unseren Schliissen haben
wir aber nur benutzt, dass die zugefﬂhrte Warme d0 =0 ist. So-
bald dieses der Fall ist, muss also

8,28,

sein. Die genannte Bedingung wird erfiilllt sein, wenn das System
in eine fiir Warme undurchdringliche Hiille eingeschlossen ist, oder
auch, wenn der Process so schnell vor sich geht, dass wihrend des-
selben keine merkliche Wirmemenge nach Aussen abgegeben oder
von Aussen aufgenommen werden kann. Man nennt solche Processe,
fir die dQ = O ist, adiabatische.

: § 6.

Wir wollen auch den Fall in’s Auge fassen, dass wihrend des
Ueberganges des Systemes vom Zustande O in den Zustand 1 die
~Temperatur dieselbe bleibt, der Process ein sogenannter isothermischer
ist. Das wird n@herungsweise der Fall sein, wenn die Umgebung
des Systems eine constante Temperatur besitzt und der Process sehr
langsam vor sich geht. Dieselbe Betrachtung, die wir fiir ein ab-
geschlossenes System durchgefiihrt haben, filhrt dann auch hier zu
der Ungleichung

1
d
S8+ 55505
0
hier aber ist; nicht d Q = 0; dafiir ist 7 constant und das Integral gleich

T
wenn man unter (0 die Wiarmemenge versteht, die dem Systeme von
Aussen zugefithrt ist. Man hat dann also
$ +5—s<o0
Die Wiarmemenge Q wollen wir anders ausdriicken. Es sei # die
dem System von Aussen zugefilhrte Arbeit, so dass
0+ W=U,—1U,.
Die Ungleichung wird dann
U —=T78)—=U—TS) W,
also, wenn ¥ wieder die freie Energie bedeutet,
%l - %o <w.
Es ist hierdurch ein Kriterium dafiir gegeben, ob ein Process (z. B.

die Auflosung eines Korpers oder eine gewisse chemische Umsetzung)
bei gleichbleibender Temperatur ,,won selbst, d. b. obne Zufuhr von
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positiver &usserer Arbeit geschehen kann. Findet eine solche nicht

statt, so ist
w < 0;

F1 < Fos
d. h. ein isothermischer Process, durch den die freie Energie ver-
grossert wird, kann unmdglich von selbst eintreten. Es ist die Be-
hauptung ausgesprochen, dass nur solche chemische Processe von
selbst eintreten konnten, bei welchen positive Warme entwickelt
wiirde, bei denen also

0<0 oder U, <0,
wiare.*) Das ist aber nicht richtig.

es muss also sein:

§ 7.

Wir wollen nun bestimmte Processe, zuerst die thermische Aus-
dehnung eines Korpers, untersuchen.

Unser System sei die Masseneinheit eines im Gleichgewicht be-
findlichen Korpers, auf dessen Oberfliche der #iberall gleiche, senk-
rechte Druck p wirkt; v sei das Volumen. Wir gehen aus von den
Gleichungen (8. 63)

d0=Xdx+ ¥dT,
dW = Adz+ BdT,
und milssen zunéchst iber die Bedeutung von x verfiigen. Immer ist

aQ
fir dz =20 =75

d.h. immer ist ¥ die specifische Wirme des Korpers bei constantem z;
diejenige specifische Warme, welche- man im Sinne hat, wenn man
schlechthin von der specifischen Warme eines Korpers redet, und
welche durch directe Messungen fiir die meisten Korper bestimmt ist,
ist die specifische Wiarme bei constantem Druck. Diese wollen wir
in unsere Rechnungen einfithren und zu diesem Zwecke

. z—p
setzen; dann wird (wie wir schreiben wollen)

Y =C,.

Um die Bedeutung von X zu finden, fithren wir die specifische Wiirme
bei constantem Volumen C, ein; es ist namlich:

C',=Z—g fir dv =0,
ov ov
d- h. fﬂr a'—pdp +'a—TdT=O,

also durch Benutzung des Werthes von dQ:

*) Das ,,Princip der grdssten Arbeit“ von Berthelot. D. H.
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20
oT
C. = — X —_@T + CP
op
oder
ég‘
0
X=(C,—C) &
oT
Ferner ist

dW-=—pdv-=Adp+BdT,
also, da dv—-apd +aTdT

A= —1p p’
ov
ol Be=—p 2T’
woraus folgt:
g 0B aA o0v
op ~ 0T - T
Zwischen X, ¥, A, B haben wir zwei Relationen in verschiedenen
Formen abgeleitet. Wir wahlen diese (S. 64)
0B 94
X=T (dx _87') ’
und
0¥ _ 5 o (0B _ 04\
ox oT \o= ar)
Daraus folgt hier

(30)
Cp—Co=—T 5o
op
und
oC, o'
o~ T

Die Ausdriicke fir  und S (8. 65)

U—Uo-l-fdx A+ 1 (2B ‘i‘_‘_) ,

ox ~ 9T
Uo=de(Bo+Yo);
B A
S =5, +jda: B4,
T
S=[arP

werden hier bei entsprechender Bezeichnung:
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U="U, Jdp{pap g;

Uo= ar (C,,, on) dTC,o Do%)

Po 37
. I3
S =S0 _fdpg—;ﬁ
Po
T
aT
So= —T-Cpo.

Die Differentialgleichung fir eine adiabatische Verinderung, ndmlich*)
aT T (3B 04
dz = ~ Y \oz ~— 3T
wird
aT _ T o0
dp — C,oT
Neben den specifischen Wirmen €, und €, hat man bisweilen noch
andere Arten der specifischen Warme zu betrachten: solche, bei denen
:—‘;, einen irgendwie gegebenen Werth hat. Es sei C eine solche;
so ist
== —Q =
¢ ¢, + x 932 .

wo fir %—% eben der gegebene Werth zu setzen ist. Substituirt man
hier fiir X seinen Werth
0B 04 v
X=T\Gr ~ ﬁ) — o1
so erhdlt man

C=0,— 1592,

Q)

§ 8.

Jetzt wollen wir annehmen, der Korper sei ein Gas. Regnault
hat durch seine Versuche gefunden, dass fiir ein solches Cp sich nicht
mit p &ndert, dass also

20,

2=

Dieser Satz ist von hoher theoretischer Wichtigkeit; aus ihm und
der zweiten unserer beiden Relationen (8. 72) folgt

*) Aus dQ =0 folgt .
ar___X

dz Y
und daraus die Gleichung im Text. D, H.
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o'
oTi =0
ve=al b,
wo a und b von T unabhingig sind, aber von p abhingen konuen.
Wir nehmen an, dass sowohl v als auch 7 beliebig klein gemacht
werden kann; es muss dann, da v und 7 beide positiv, a positiv und
b Null sein;*) also

also

ve=al,

d. h. v ist mit 7' proportional. Wir sind so zu einem praktisch an-
wendbaren Mittel gekommen, um Temperaturinderungen zu messen
an den Volumenvergrosserungen, die ein Gas bei constantem Drucke
durch dieselben erfihrt. Sind v, und v,,, die Volumina bei 0° C und
100° C, und setzt man, wie wir es schon frither (8. 58) gethan haben,
fest, dass die Differenz der beiden Werthe von T bei diesen beiden
Temperaturen gleich 100 ist, so ist

400 — Yo
100

T=yp

==a,

also
100

Y00 — Yo

Verschiedene Gase mtissen iibereinstimmende Werthe von 7' liefern;
das stimmt fiberein mit dem sogenannten Gay-Lussac'schen Gesetze,
nach dem, wie man zu sagen pflegt, alle Gase bei gleicher Er-
wirmung und gleichbleibendem Drucke sich um gleich viel aus-
dehnen. Nach den Versuchen von Regnault und von Magnus ist
bei dem Drucke einer Atmosphire fiir atmosphérische Luft und
Wasserstoff sehr nahe

"+° = 0,3665 = _13
daraus folgt fir die Temperatur von 0°C
T, = vm_ 100==273

Auf diese Weise haben wir eine Bestlmmung der Lage des absoluten
Nullpunkts der Warme gewonnen.

Die Grosse, die wir mit a bezeichnet haben, ist von p abhingig.
Das Mariotte'sche Gesetz lehrt diese Abhéngigkeit kennen; nach ihm

ist bei gleicher Temperatur v mit % proportional ; wir haben also
RT

v==———,

wo R von p und 7 unabhingig, also nur durch die chemische Natur
des Gases bedingt ist; offenbar ist B mit dem specifischen Gewicht
desselben, bei einer festen Temperatur und einem festen Druck ge-
messen, umgekehrt proportional.

*) Denn wire z. B. b positiv, so wiirde fiir kleine Werthe von v T nega-.
tiv. D. H.
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8§ 9.
Fihren wir nun diesen Werth von v in die Gleichungen, die wir
abgeleitet haben, ein. Es ist
o _ B
oT  p’
o __ 2
op p’
daher wird die erste von unseren beiden Relationen 8. 72
¢, — C,—=R.
Die Differenz €, — C, ist also von p und 7 unabhingig; da, wie
schon benutzt, Cp, nicht von p abhingt, so hingt auch C, nicht da-
von ab. Nach Versuchen von Regnault ist €, auch von 7 nicht
abhingig, und daher auch C, nicht; es sind also €, und C, Con-
stanten, die mit der Constanten R in der gefundenen Relation
stehen.
Fir U und S findet sich nach den Formeln S. 73

U= U, = T(C, — R) + const = T'C, 4 const,
S = Cp log T — R log p + const.

Die adiabatische Differentialgleichung ist

ar __R T
dp Cp P
oder, wenn
OP
[ =9,
also
. BR=(y—1EC,
gesetzt wird:
ar _y—1 T
dp y p'
woraus folgt
7 —

log T = v ! log p -+ const,

eine Gleichung, die keine andere ist, wie
S = const,

welche ja allgemein fir umkehrbare adiabatische Processe gilt. Zu
dieser Gleichung kdnnen wir die identischen hinzufiigen
p log v + log p == const
und
log T 4 (y — 1) log v = const.

Die Werthe der mit const bezeichneten Grdssen lassen sich ermitteln,
wenn man ein Paar zusammengehdriger Werthe von zweien der drei
Grossen p, T, v kennt und auch y bekannt ist.

Den Werth von y fiir verschiedene Gase hat man mit Hiilfe
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dieser Gleichungen aus Versachen®) zu ermitteln gesucht, bei denen
die Temperaturinderung gemessen wurde, die eine Gasmasse erfuhr,
wenn sie plstzlich zusammengedriickt oder ausgedehnt wurde. Solche
Versuche sind schwierig, weil sie so angeordnet sein miissen, dass
die Wirmemenge zu vernachlissigen ist, die die Luftmasse wahrend
der Dichtigkeitsiinderung an die Gefisswiinde abgiebt oder von ihnen
aufnimmt. Mit Anwendung aller moglichen Vorsichtsmassregeln fand
Réntgen fiir trockene atmosphérische Luft y = 1,405.

§ 10.

Ein indirecter Weg zur Bestimmung von y, der manche Vor-
theile bietet, beruht darauf, dass die Schallgeschwindigkeit in einem
Gase von dem Werthe von p abhingig ist.

Ist p die Dichtigkeit, p der Druck in einem Gase, so ist, wie
in der Hydrodynamik gelehrt wird,**) das Quadrat der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit einer unendlich kleinen Bewegung
R

dp
Beim Schalle wechseln die verschiedenen Dichtigkeiten so schnell,
dass die Wirme, die durch Verdichtung erregt oder durch Ver-
diinnung verbraucht ist, nicht merklich an die Umgebung abgegeben
oder von ihr ersetzt wird; es ist also die Beziehung zwischen p und
¢ als die adiabatische anzunehmen. Da

(]

1
b=
so ist also
log p — y log u = const,

also

ap _ 9

p L4 w
oder

d
i =75 =vop
(Bei sehr langsamen Schwingungen wiirde 7'=const, d.h. f ==const,

also
dp _»p

, i
sein.)
Ist @ die Geschwindigkeit des Schalles, so ist also
@*=y RT.

Nach Moll und van Beck***) ist fiir trockene atmospharische Luft
*) Unter Anderen Rdntgen, Pogg. Ann, 141, p. 562, 1870 und 148, p. 580.
18178.
**) Kirchhoff, Mechanik, 23. Vorlesung, § 1.
#*%) Schrdder van der Kolk, Pogg. Ann. 124. p. 458. 1865.




Messung des Verhiltnisses der specifischen Warmen. b

bei 0°C, oder T = 273:
o = 332,8 m in 1 sec.

R findet man aus

rR="L,
wo p und T beliebig gewdhlt sein kdnnen; man wihle die Tempe-
ratur von 0° C, p gleich dem Drucke einer Atmosphére; dann ist

1038 gr 9,809 m

Tqem  (1sec)t ’
wenn 1 gr die Masse eines Grammes bedeutet; der Werth von v ist
dabei nach Regnault ‘

— 773,?_ cem
1gr
Daraus folgt

p-=78340(

1 sec
und, da 7 = 273,

1
=2869(”ec .

y=——=1414

und weiter

in naher Uebereinstimmung mit dem Resultat von Rontgen.

§ 11.
Emen dritten Weg zur Bestimmung von y bietet die Gleichung

C, — C, = R,

Co (1—7)=R

Den Werth von R haben wir eben berechnet; €, kann man aus vor-
liegenden Beobachtungen berechnen. Unter Zugrundelegung einer
anderen Einheit der Warmemenge, als wir sie hier benutzt haben,
ist von Regnault die specifische Warme der Luft
¢p == 0,2375

gefunden worden. Die Einheit der Wiarmemenge, auf welche diese
Zahl sich bezieht, ist diejenige, welche die Masseneinheit Wasser
von 0°C um die Einheit der Temperaturinderung erwirmt, wobei
dann die specifische Wérme des Wassers bei 0° C=1 wird, withrend
wir hier als Einheit die Warmemenge benutzt haben, welche &aqui-
valent der Einheit der Arbeit ist. Ist % das mechanische Aequivalent
Jener Wiarmeeinheit, so ist daher

die sich schreiben ldsst

Nun ist nach Joule
4235 m 9809 m _ 4.0y ( 2 1

¥=-pcC (1 sec)* 1sec) 1°C’
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Daraus ergiebt sich Cp, und mittelst des Werthes von R:
y == 1,410.

Wir machen noch einige numerische Angaben iiber die Temperatur-
erhdhung, die eintritt, wenn die Luft zusammengedriickt wird, und
zwar 8o plotzlich, dass keine merkliche Wérme aufgenommen oder
verbraucht wird. Die Luft habe zundchst das Volumen v, und die
Temperatur T, = 273, sie werde dann plotzlich auf das Volumen v
comprimirt. Wir wollen die Temperatur T bestimmen, welche sie
dann besitzt. Wir benutzen die Formeln (8. 75)

* log T + (y — 1) log v = const,

log Ty+ (y — 1) log v,= const.

Die Constante ist in beiden Gleichungen dieselbe. Durch Subtraction

erhilt man
log (7;) = (v — 1) log (%),

T (2 ()
=) =()"

wenn y = 1,410 gesetzt wird.
Man findet hieraus:

folglich

fiir vl;=§ st T — Ty= 90°C
1
T 209° C
1
o 4290 C.

Man sieht, dass bei plotzlicher starker Compression die Luft in Glith-
hitze versetzt werden kann. Auf dieser Thatsache berubht das pneu-
matische Feuerzeug.

Die wirklichen Gase zeigen, wenn auch kleine, Abweichungen
von dem Mariotte'schen Gesetze; ohne Zweifel ist bei ihnen auch
das Regnault'sche Gesetz, nach dem ¢, constant sein soll, nicht in
aller Strenge erfiillt, wenn auch directe Messungen noch keine Ver-
anderlichkeit von ¢, gezeigt haben. Gase, von denen man annimmt,
dass sie in aller Strenge die Eigenschaften besitzen, die wir hier
entwickelt haben, nennt man ideclle Gase. Man kann annehmen,
dass im Allgemeinen ein jedes Gas einem ideellen um so mehr sich
nihert, je geringer seine Dichtigkeit wird.



Siebente Vorlesung.

Kborper von beliebigem Aggregatzustand. — Anwendung auf flissiges Wasser. —

Fester cylindrischer Korper, der einem Zuge in der Langsrichtung unterworfen

ist. — Energie eines Gases. — Joule'scher Ausstrdmungsversuch, — Abweichungen

von dem ideellen Gaszustand, nachgewiesen durch die Versuche von W, Thomson

und Joule, mittelst Ausstrdmen durch einen Pfropf von Watte. — Modification
des Gesetzes von Mariotte und Gay Lussac.

§ 1.

Die Gleichungen der mechanischen Warmetheorie, aus denen wir
die Eigenschaften eines ideellen Gases abgeleitet haben, wollen wir
nun auf einen anderen Korper, sei er fest, flilssig oder gasformig,
anwendén; die Voraussetzung aber behalten wir bei, dass der Druck
ein #iberall- gleicher und senkrechter sei. Wir nehmen zuerst die
Gleichung (8. 72)

aC’p oty

2= T
oder

30 1 oty

dp T % ort

Fir ein ideelles Gas schlossen wir aus dieser Gleichung und der
Annahme
ac

—p _
ap 0,

dass v mit 7 proportional oder 3_;’ von T unabhingig sein miisse.

Bei einem Korper, bei dem dleses nicht der Fall ist, muss auch Cp

mit p variiren, und, wenn wir
rechnen.

8 T* kennen, so kénnen w1r be-

Eine sehr auffallende Verdnderlichkeit des -a—T mit der Tempe-

ratur bietet das Wasser dar, das bei etwa 4° C ein Maximum der
Dichtigkeit zeigt. Wenden wir auf dieses unsere Gleichung an.
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'Setzt man

T—213 =1,
1°C =1,
lgr =1,
lem =1,
so ist nach Kopp*) zwischen ¢ = 0 und 7 =25

6,1045 1, 7183 __ 8,734 3}
0,999877 {l 10® t+ 108 "10° t

Das Minimum von v ist gleich 1 und findet statt bei ¢ == 4,08.
Hieraus folgt fir ¢ nahe Null
T =154 10-5.
Berechnen wir nun dc, fiir dp == 1 Atmosphire, also

dcp e — 17 27 .1 Atm,

Y=

orT!
Wir haben
T =273
wad, wenn noch
1sec =1,
1 Atm = 1033 . 980,9 == 1,013 . 108,
x = 4,154 - 107

gesetzt wird, so ist

dcy == — 1,025 . 104,
Das ¢, fiir ¢t =0, welches fiir kleine Drucke gleich 1 gesetzt ist,
wiirde bei einer Steigerung des Druckes um 100 Atmosphéren nur

etwa um 0,01 abnehmen; das ist zu wenig, als dass es bei dem Ver-
suche hiitte bemerkt werden konnen.

§ 2.

Betrachten wir jetzt die andere von unseren beiden Relationen

(S. 12) (av R
Cp— Cpom — T%'——

oder
_3_”)’
1 oT
Cp — Cp=— r T
op
Die Bedeutung der hier vorkommenden Differentialquotienten ist die, dass

1 aa;, der thermische Ausdehnungscoefficient,

S| @i

—%’- die Zusammendriickbarkeit

*) Pogg. Ann. 72, p. 1 u. 223. 1847,
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des Korpers ist. Kennt man diese, so kann man hiernach ¢, — ¢,,
also auch ¢, und ¢, berechnen. Es ist immer

Cp 2 Co)
da g% stets negativ ist, welches auch das Vorzeichen von 5% sei.
Bei Wasser ist bei etwa 4° C

also

Cp == Cp
Berechnen wir ¢, fir Wasser bei 0° C. Nach der schon benutzten
Formel von Kopp ist hier

ov
5‘1*;=—61°10_5.

Nach Grassi ist die Zusammendrﬂckbarkeit des Wassers

6 =5,0.10-%
Hieraus folgt, da
=1,
¢ = 0,9995.

Auf #hnlichem Wege findet man nach Versuchen von Regnault aus:
¢p = 1,0016; ¢, = 0,9918 fiir 25° C,
= 1,0042; = 0,9684 50° C.

Auch an die Differentialgleichung eines adiabatischen Processes (8. 73)

arT T ov

dp = C, oT
oder

aT T ov

dp = e, oT

4
wollen wir ein paar Bemerkungen kniipfen. Sfe zeigt, dass eine
Vermehrung des Druckes Erwidrmung oder Abkiihlung bewirkt, je

nachdem :—T positiv oder negativ ist. Beides kommt beim Wasser

vor. Bei diesem fand Joule fiir dp = etwa 25 Atmosphéren
AT = —0%008C fir t= 1°2C
= + 0,020 = 11°7
= 4 0,054 = 30%0
in fast volliger Uebereinstimmung mit der Theorie.

§ 3.
Wie fiir eine Flissigkeit gelten die entwickelten Formeln auch
fiir einen festen Korper, wenn dieser einem fiberall gleichen, senk-

rechten Druck ausgesetzt ist. Ganz #@hnliche Gleichungen kann man
Kirchho ff, Theorie der Wirme. 6
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aber auch fiir den Fall bilden, dass ein cylindrischer fester Kdrper
(ein Stab, Draht oder Faden) nur in der Richtung seiner Linge
einem Zuge ausgesetzt wird. Nemnen wir P diesen Zug, etwa das
Gewicht, das an das untere Ende des Drahtes gehéngt ist, wihrend
das obere fest ist; / sei die Linge. Nehmen wir P und 7' als Variable,
die den Zustand des Kérpers bedingen, d. h. setzen wir in den all-
gemeinen Formeln (8. 63) x = P. Wir haben dann

dW = Padl,
d. h. 2

4="r25,

a1
B="Psp,

daraus:

0B _ 04 _ 21

ox oT oT
Ferner ist

Y-lﬂ Cp.
Um X zu finden, fithren wir C; ein; es ist
d
¢ =3¢ far a1=o,

d. h. fiir 2 2l
woraus folgt .

¢ = ~xaa_f+c,,
7P
also
2
X=(Cr—6) 25
3T

D

Daher nehmen die Gleichungen (8. 64)

9B 24
X=1 (57— 57)
2 (0B _ 24
('da: or

)
571?
ol
oP
20, ]
o =Ty
Fir eine adiabatische Aenderung erhilt man aus der Gleichung S. 73
aT _ T (aB u)

dz ~ ¥ \gx = 9T

Y
a—z= z 5A~1'~
die Form an:

Cp— C=T
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die Gleichung
o __T 2
ap Cp T

Die letzte Gleichung zeigt, dass mit der Vermehrung des Zuges eine
Abkiihlung oder Erwirmung eintritt, je nachdem der Korper bei der
Erwirmung (und gleichbleibendem Zuge) sich ausdehnt oder zu-
sammenzieht. Es ist dies von Joule durch Versuche an Metallstiben
und, in besonders auffallender Weise, an Streifen vulkanisirten Kaut-
schuks bestitigt worden. Die Metalle dehnten sich bei der Er-
wirmung aus und zeigten demgemiss bei der Vermehrung des Zuges
Abkithlung. Ebenso verhielt sich Kautschuk, wenn die Spannung
einen gewissen Werth nicht iberstieg; that sie das, so wurde das
Verhalten des Kautschuks das entgegengesetzte: er zog sich zu-
sammen bei der Erwirmung und erwérmte sich bei weiterer Ver-
mehrung des Zuges. Was die Grdsse der beobachteten Temperatur-
dnderungen betrifft, so stimmte diese, auch bei den Metallen, nicht
ganz mit den theoretisch berechneten iiberein; ja bei den Versuchen
mit Metalldrihten fand Edlund diese Temperaturinderungen nur etwa
gleich zwei Drittel der theoretisch berechneten, Der Grund hiervon
ist noch nicht aufgeklirt; man kann argwohnen, dass die Temperatur-
messungen, welche mit Hiilfe eines sogenannten Thermoelementes
ausgefithrt wurden, nicht zuverldssig genug waren; oder, dass eine
der Annahmen, die bei der Berechnung der Formel gemacht wurden,
nicht richtig war; oder endlich, dass die Formel sich auf diese Ver-
suche nicht anwenden ldsst, weil bei ihnen innere Reibung, bleibende
Dehnung oder elastische Nachwirkung eine wesentliche Rolle spielen
und bewirken, dass der Vorgang nicht als ein umkehrbarer betrachtet
werden darf.*)

§ 4

Wir wollen noch einmal zur Betrachtung des Falles zuriick-
kehren, dass unser Korper die Masseneinheit eines Guases ist, um ge-
wisse Betrachtungen kennen zu lernen, die man #iber die Ab-
weichungen eines solchen von einem ideellen Gase angestellt hat.

Die Energie U der Masseneinheit eines ideellen Gases ist, wie
wir gesehen haben,

U=¢C, T,
wo C, eine Constante ist. L#sst man das Gas ohne Zufuhr von
Arbeit und Wirme ein anderes Volumen annehmen, so bleibt U sich
gleich, es muss also auch 7' dasselbe bleiben. Hangt aber U ausser
von T auch von v ab, wie es bei einem wirklichen Gase genan
genommen der Fall ist, so muss unter diesen Umstinden 7' sich

*) Vgl. bhierzn H. Haga, Wied. Ann. 15, p. 1, 1882. D. H.
6*
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dndern. Um zu sehen, ob das geschieht, hat Joule einen beriihmten
Versuch angestellt. Er schloss das Gas in ein Gefdss 4 ein, das
durch eine, durch einen Hahn verschliessbare Rohre mit einem zweiten
Gefiisse B von gleichem Inhalt communicirte, welches luftleer ge-
macht war. Bei dem Versuch wurde der Hahn getdffnet. Nach kurzer
Zeit war die Bewegung durch Reibung zerstort und es hatte das
Gas (auf nicht-umkehrbarem Wege) das doppelte Volumen an-
genommen. Arbeit war dem Gase nicht zugefihrt. Um die etwa
zugefithrte Warmemenge und gleichzeitig die schliessliche Temperatur
des Gases messen zu kbnneu, waren beide Gefisse in eine Wasser-
masse gestellt, in welche ein #usserst empfindliches Thermometer
tauchte. Bei Versuchen mit atmosph#rischer Luft, bei denen der
Druck im Gefdsse 4 bis 22 Atmosphéren getrieben war, zeigte der
Stand dieses Thermometers aber nicht die geringste Verdnderung;
es verhielt sich die Luft, wie ein ideelles Gas. Es darf das auch
nicht Wunder nehmen: die Masse der Luft war zu klein gegen die
Masse der Gefasswandungen und des umgebenden Wassers, als dass
Temperaturinderungen des letzteren hitten merklich werden konnen.

§ b.

Bei anders angeordneten Versuchen, die von Sir W. Thomson
und Joule in Gemeinschaft ausgefithrt wurden, sind Abweichungen
der atmosphérischen Luft von einem ideellen Gase deutlich hervor-
getreten.

In einer Rohre von Buchsbaumholz war ein Pfropfen von Watte
angebracht, die zwischen zwei durchlocherten Metallplatten ein-
gepresst war. Durch diesen Pfropfen wurde mit Hiilfe einer Druck-
pumpe ein bleibender Luftstrom hindurchgepresst und auf beiden
Seiten Druck und Temperatur gemessen, wenn der
Zustand ein stationérer geworden war. Hinter dem
Pfropfen war eine kleine Temperaturerniedrigung
zu constatiren. Dies war, wie wir sogleich sehen
werden, eine Folge davon, dass die Luft sich nicht
wie ein vollkommenes Gas verhdlt. Fassen wir
g | die Gasmenge ins Auge, die in einem Augenblick
B 4| zwischen den Querschnitten 4, und 4, liegt, und

betrachten den Zuwachs, den die Energie dieser
Masse in dem Zeitraum erfihrt, in welchem die Masseneinheit Gas
durch den Pfropfen getrieben wird, Nach diesem Zeitraum ist die-
selbe Gasmasse durch die Querschnitte B, und B, begrenzt, welche
so liegen, dass sowohl zwischen 4, und B,, als auch zwischen 4,
und B, die Masseneinheit Gas sich befindet. v, und v, seien die
Volumina zwischen 4, und B, einerseits und 4, und B, andererseits;

Fig. 1.
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es seien ferner p,, p, die Drucke, 7', T, die Temperaturen hier und
dort; dann sind v,, p,, T, und v,, p,, T, specielle Werthe der
Variabeln, die wir bisher mit v, p, T bezeichnet haben. Die zu-
gehdrigen, auf den Fall der Ruhe beziiglichen Werthe der Energie
seien U, und U,. U, und U, kdnnen wir dann auch als die Energien
der zwischen 4, und B, und zwischen 4, und B, befindlichen Gas-
mengen betrachten, indem wir die lebendigen Krifte derselben ver-
nachlissigen, was bei der Langsamkeit der Stromung erlaubt ist. In
der Differenz U, — U, haben wir dann den Zuwachs, den die Energie
des Gases, das in einem Augenblick zwischen 4,, 4, liegt, erfahrt
in dem Zeitraum, den es gebraucht, um in die Lage B,, B, zu
kommen, da die Energie der Gasmenge zwischen B,, 4, in den beiden
Grenzen dieses Zeitraumes, des stationiren Zustandes wegen, die-
selbe ist. Die Differenz U, — U, ist also gleich der Summe der
Arbeit und der Warmemenge, welche der gedachten Gasmenge in
der gedachten Zeit von Aussen zugeftihrt sind. Die zugefiihrte Arbeit
ist offenbar:
P19 — Pyv,.
Die von Aussen zugeflihrte Wirmemenge ist eine kleine negative
Grosse ; in dem Pfropfen wird namlich durch Reibung Warme erzeugt
und ein Theil von dieser wird, auch beim stationdren Zustande, durch
die Holzrohre hindurchgeleitet werden und in die Atmosphire ent-
weichen. Bei der geringen Leitungsfiahigkeit des Holzes wird aber
dieser Theil sebr klein sein und vernachléssigt werden konnen. Ist
das der Fall, so ist die Wirme, welche das stromende Gas an Pfropfen
und Rohre abgiebt, gleich Null zu setzen, d. h. es ist:
U, — Uy =pv,—pv,.
Diese Differenz U, — U, lisst sich aber noch auf andere Weise aus-
driicken. Von den Zustéinden, auf welche die Indices 2 und 1 sich
beziehen , ist in unserem Falle der eine aus dem anderen auf einem
nicht- umkehrbaren Wege hervorgegangen; er kann aber auch auf
umkehrbarem Wege in ihn verwandelt werden, und da die Aenderung
der Energie von dem Wege der Ueberfihrung unabhiéngig ist, so
konnen wir U, — U, berechnen aus den Formeln, welche wir bei der
Betrachtung umkehrbarer Processe abgeleitet haben. Wir wollen die
Rechnung ein wenig dadurch vereinfachen, dass wir die Zustinde
2 und 1 als unendlich wenig ‘verschieden von einander annehmen;
setzen wir dann
U, —Uy=4d0, U,=1U,
p,— p=dp, p=p etc,
80 haben wir, wenn wir p und T als unabhiéngige Variable benutzen,
nach unseren fritheren Betrachtungen auf S. 73

[/ 0
oo+ ) ror (o )



86 Siebente Vorlesung.
Die fir unseren Versuch abgeleitete Gleichung wird aber
Jv oo,
A= —d(po)=—dp - (v+pg5) — 4T p 575
durch Subtraction erhilt man daher:

ar. 1 v
Z;=E;(Té_f_v)-

§ 6.

In der letzten Gleichung bedeutet — d7 die Temperaturernie-
drigung hinter dem Pfropfen; sie wire gleich Null, wenn das Gas
ein ideelles wire, weil fiir ein solches die rechte Seite der Gleichung
verschwindet. Thomson und Joule fanden fiir atmosphirische Luft,
wenn

T, = 213 + 15,
P, =1 Atmosphire
war, folgende zusammengehorige Werthe:
Py — p, : 0,43 1,26 4,18 Atm
T, —1,:0108 0,365 1,10° C,

und daraus r
-1,
o — 0,26.
Versuche bei verschiedenen Temperaturen ergaben:
T, — T, [
itﬁ =75 o= 0,28 - (273)

Fiir Kohlensiure zeigte sich dieselbe Formel erfiillt, wenn

e =139 .(273)*
gesetzt wurde. Der Umstand, dass T, — 7, mit p, — p, proportional
ist, erlaubt zu schliessen, dass, wenn man p, — p, unendlich klein

= dp macht und den entsprechenden Werth von 7, — 7|, = d7T
setzt, auch

arT o

=TT
ist. Diese Gleichung nun in Verbindung mit der vorher fiir g ab-
geleiteten giebt:

T2 v=0p S

oT
oder
v
9 (‘r’) «
oT = VrpT0

eine Differentialgleichung fiir v, als Function von 7. Wir multi-
pliciren sie mit d7 und integriren, wihrend wir p als constant be-
trachten. Bei einem ideellen Gase ist Cp, von T unabhiingig; bei
einem wirklichen wird das nicht statifinden, aber die Aenderungen
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werden nur klein sein, und man vernachlissigt nur kleine Grossen
hoherer Ordnung, wenn man dabei C, als constant betrachtet; da-
durch erhilt man

v Coa 1

=3 —T;+const,
wo die Constante der Integration von p abhdngig sein kann. Man
nimmt an, dass fiir unendlich grosses 7*) jedes Gas sich wie ein
ideelles verhilt, also

v R
T »p
wird; dadurch ergiebt sich
Coa 1
= T s T

Diese Gleichung stellt auch in befriedigender Weise die Abweichungen
vom Mariotte’schen und Gay Lussac’schen Gesetze dar, welche Regnault
bei der Kohlenséure durch directe Messungen gefunden hat.

Noch bemerken wir, dass die Gleichung (8. 72)

aG, oty
, w» — Tore
hiernach giebt:*¥) se
1
—a—p = 20,“ s
P T

oder
log C; =2« %,— -+ const.

Die Constante kénnte von 7 abhéingen; aber fiir jedes unendlich
kleine p verhdlt sich jedes Gas wie ein ideelles, ist also seine speci-
fische Wirme unabhéngig von 7'; daher ist es auch diese Constante.
Setzt man

fir p=20 Cp = Cp",

y
P

C,0

so ist

=2a—TI—’—

log
oder auch
C p
log é =2¢ o5 -

*) Bei nicht unendlich grossem p. D. H.

**) Sowohl im Manuscript des Verf. als auch in einer Nachschrift dieser
Stelle steht hier und in den drei folgenden Gleichungen T'¢ statt 7'® rechts im
Nenner. D. H. .
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Aenderung des Aggregatzustandes, zuniichst durch Verdampfung einer Flissig-
keit. — Verdampfungswiirme. — Specifische Wiirme ,,des gesiittigten Dampfes*,
speciell fiir Wasserdampf, — Berechnung der Dampfdichte aus der Verdampfungs-
wirme und aus der Abhingigkeit der Dampfspannung von der Temperatur,
speciell fir Wasser, Abweichung vom ideellen Gaezustand. — Energie flir
ein System von Fliissigkeit und Dampf. — Niherungsformel fir die Dampf-
spannung mit Anwendung auf den Quecksilberdampf, und fiir die specifische
Wirme eines Dampfes,

§ 1

Es soll jetzt die Aenderung des Aggregatzustandes eines Korpers
untersucht werden: zuniéchst die Verdampfung einer Flilssigkeit und
die Condensation eines Dampfes zu Flissigkeit.

"In ein Gefass, dessen Inhalt nach Willkthr verindert werden
kann, etwa in einen, durch einen beweglichen Stempel verschlossenen
Cylinder, moge die Masseneinheit einer Fliissigkeit gebracht sein.
Je nach der Stellung des Stempels ist ein grésserer oder kleinerer
Theil der Fliissigkeit in Dampf Ubergegangen, der den Raum tiber
der Flissigkeit erfilllt und hier im Maximum der Dichtigkeit vor-
handen ist; sein Druck muss also gleich dem Maximum des Druckes,
den der Dampf bei der stattfindenden Temperatur aushalten kann:
gleich der Spannung des Dampfes sein. Es sei dieser Druck gleich p,
eine gewisse Function der einen Variabelu 7 allein. Als zweite
Variable zur Bestimmung des Zustandes des Systems nehmen wir
die Masse x des gebildeten Dampfes. Ist s das ,specifische Volumen*
des Dampfes, ¢ das der Flissigkeit, so ist

ve=7s2 4 o(l —x)
wo auch s und ¢ reine Temperaturfunctionen sind. Ferner hat man, da

AW = — pdv,
nach 8. 63
dW = Adz + BdT,
folglich:
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-k
B—_paT’

und daraus:
0B oA ap o0v

5o — o7 = 1T 33 =41 (G —0)

d0 = Xdz + ¥dT
zeigt weiter, dass X das ist, was man die /atente Warme des Dampfes
oder die Verdampfungswdrme der Flissigkeit nennt*), und dass

Y=Hx+ C(1 —2)
ist, wo H und C die specifischen ‘Warmen des Dampfes und der
Flussigkeit sind, welche sich auf den Fall beziehn, dass p mit 7 so
variirt, dass es stets der dieser Temperatur entsprechenden Dampf-
spannung gleich ist.**) Die beiden allgemeinen Gleichungen (8. 64)

X 0B 9A

Die Gleichung

T oz oT
und
10Y 0 (X
T 3=z~ oT (T)
geben daher hier
X=T(s—0)

und %
d
g-o—rtT).
Hier ist Einheit der Wirmemenge das Aequivalent der Arbeits-
Einheit; fihren wir die Wirmemenge als Einheit ein, welche die
Masseneinheit Wasser von 0° C um die Einheit der Temperatur-
inderung erwirmt, und setzen wir zu dem Zwecke
C=zx%c,
H=1xh,
X =xr, R
so werden diese Gleichungen
1 a
r=-_7T(s—o) d_g' )

4G)

*) D. h. diejenige Wirmemenge, die von Aussen aufgenommen wird, wenn
die Masseneinheit der Flissigkeit bei constanter Temperatur (und folglich con-
stantem Druck) verdampft. D. H.

**) Y ist niimlich die specifische Wirme des Systems fir dx ==0. Diese
specifische Wairme zerfillt in zwei Theile, von denen der eine, Hz, dem dampf-
fSrmigen, der andere, C(1 — z), dem fliissigen Bestandtheil des Systems zu Gute
kommt, H und C hiingen nur von der Temperatur ab. D. H.

Ah—c=T
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§ 2

Als auf ein Beispiel wollen wir diese Gleichungen auf den
Wasserdampf anwenden und zundchst zusehn, welche von den in
ihnen vorkommenden Grossen fiir diesen durch Versuche mit Ge-
nauigkeit bekannt geworden sind. Zu diesen gehdrt ¢, das, wie wir
zeigen wollen, gleich ¢,, d. h. gleich der specifischen Wirme bei
constantem Druck, gesetzt werden kann.

Nach einer frither (S. 73) abgeleiteten Formel haben wir bei
den jetzt gebrauchten Zeichen

. 1 06 dp
c=%—xTorar
Berechnen wir hiernach ¢ fir die Temperatur von 100° C. Hier ist
p = 1 Atmosphiire, ferner hat man nach Regnault
1dp 272 1
P dT = 760 " 19C?
also
dp 27,2 1gr
a‘i‘, = —7—66' . 1,013 . lOs = 3,624 . 104 . i—_—m(l Sec). 10 )
nach Kopp ist fir die Ausdehnung des Wassers bei constantem
Druck:

do —4 (1cm)®
a——T— = 8,0 . 10 l?l"‘c )

7—=373.100.
L 2,407, 1070 L2l IC

(lem)® ?

Ueberdies ist nach Regnault
¢, = 1,013;

¢ = 1,013 — 0,00026 = 1,01274.

Diese Zahlen unterscheiden sich nicht in den Ziffern, die verbiirgt
werden konnen, und diirfen daher als gleich betrachtet werden.
Aehnlich ist es bei anderen Temperaturen. Nach Regnault ist zu
setzen

daraus folgt

4 9
C=Cp=l+mt+io‘1—tz.

Ferner ist nach Regnault

t
r = 606,54+ 0,305 ¢t — [ cdt
0
und demselben Physiker verdanken wir Tafeln, welche p als Function
von ¢ darstellen. Da auch 6 bekannt ist, so enthalten unsere beiden
Gleichungen nur die zwei Unbekannten 4 und s, die aus ihnen be-
rechnet werden konnen. Wenn man sich erlaubt, (mit Clausius) den
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Werth von r in folgender Form zu schreiben, welche etwa in dem
Intervall von 0° C bis 200° C richtig ist:

r = 607 — 0,708 ¢,

so findet man aus

ar r
h=ct+ap—7T

nunmehr:¥)

800,3
h=1013 — T

und bei genauerer Rechnung nahe fibereinstimmend hiermit

fir (=0  h= — 1,916
100 — 1,133
150 — 0,879.

Es ist also & (,,die specifische Wiirme des gesittigten Wasserdampfes‘
nach Clausius) negativ. Sehen wir zu, was das besagt. Wenn T
wichst, so wichst auch p, aber s nimmt ab; das ist bei allen
Dampfen der Fall. Driickt man eine Menge gesittigten Dampfes
auf ein kleineres Volumen zusammen und sorgt durch Zufuhr oder
Entziehung von Warme dafiir, dass er gerade gesittigt bleibt, so
steigt hiernach seine Temperatur. Dass & negativ ist, sagt aus, dass
man dabei dem Dampf hat Wirme entziehen missen. Entzieht man
ihm keine Wirme, so wird seine Temperatur zu hoch, als dass er
gesittigt wire; er ist aberhitzt. Wenn man umgekehrt den ge-
siattigten Dampf sich ausdehnen ldsst, so muss man ihm Wirme
zufiibren, damit er gerade gesittigt bleibt, obwohl seine Temperatur
abnimmt, Fihrt man ihm keine Wirme zu, so muss ein Theil des-
selben sich tropfbar fliissig niederschlagen. Diese zuerst von Clausius
gezogene Folgerung ist zuerst von Hirn in sehr einfacher Weise
experimentell bestitigt worden. Ein cylinderférmiges Gefdss von
Metall war an seinen beiden Enden mit Glasscheiben verschlossen, so
dass man hindurchsehen konnte. Dieses Geféiss war mit Wasser-
dampf von hohem Druck, der vollkommen durchsichtig war, gefillt.
Waurde ein Hahn gedffnet, so stromte ein Theil des Dampfes in die
Atmosphire; der zurtickbleibende Dampf dehnt sich aus. Es zeigte
sich ein dichter Nebel im Cylinder in Folge davon, dass ein Theil
des Dampfes tropfbar fliissig warde.

*) Nach der Regnault’schen Formel ist:

c+ % = 0,305,

also:

607 — 0,708 ¢
h=0806— —or v

und daraus die Formel im Text. D. H.
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Nicht alle Dampfe verhalten sich in dieser Beziehung, wie
Wasserdampf. Bei Aetherdampf ist A positiv; er zeigt die Nebel-
bildung bei der Compression und nicht bei der Ausdehnung. Bei
Chloroformdampf ist 4 negativ oder positiv, je nachdem ¢ kleiner
oder grosser, als etwa 130° C ist.

§ 3.

Die andere von unseren beiden Relationen (8. 89) wollen wir
nun benutzen, um fiir verschiedene Werthe von ¢ s zu berechnen.

Dabei ist es zuerst ndthig, die Werthe von ‘%—’ zu ermitteln. Das

kann geschehn mit Hiilfe einer von Regnault gegebenen Tabelle, die
die Werthe von p von Grad zu Grad angiebt. Wir gehen von einer
bekannten Interpolationsformel aus. KEs sei ¢ eine Variable, und
8y, 8, a,, ... die Werthe einer Function von ¢ fir 1=0,1,2, ...,
Wir bilden die Differenzen

L)
a — &

a, (ay — @) — (a; — a,)
4 — 6

a,

und bezeichnen dieselben so, dass dieses Schema wird

by
a b, Co d,
a, 5, ¢
as
Man hat dann:
ay, = a, + b,

a, = a, + 25y + ¢,
ay = ay + 35, + 3¢y + d,
u. 8. w.; die Coefficienten sind die sogenannten Binomialcoefficienten.
Bildet man den Ausdruck
a + 18, +t(t—1) o+t(t—l-l)2(t:;—2) -
so hat dieser demzufolge die Eigenschaft, fiir t = 0,1,2. .. die Werthe
ay, @, 8,, ... anzunehmen. Man benutzt ihn, um die Werthe der
Function o flir zwischenliegende Werthe des Arguments zu finden.
Differentiirt man ihn nach ¢ und setzt dann ¢ = 0, so findet man
da c d
I R
und dies ist die Formel, nach welcher man die Differentialquotienten
einer Function, die in eine Tafel gebracht ist, berechnen kann.
Nach Regnault sind die Werthe von p und ihre Differenzen
(vgl. das obige Schema)
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fir t=0 4,600
1 4,940
2 5302
3 5,687

0,340
0,362
0,385

0,022
0,023

Daraus folgt
4p) 0,340 — 0,011 = 0,329.

H t=0
Ebenso findet man fir 50° C durch das analoge Schema:
0 — 4,580,

Einheit des Druckes ist hier der Druck eines Millimeters Quecksilber,
— dieselbe, bei welcher der Druck einer Atmosphjre gleich 760 ist.
In den Grundeinheiten ausgedriickt ist daher

ap 0,329

—4384 18~

1cm (1sec)1°C’

1gr
- 6103 Tcm (1eec)’19C

Woeiter ist
firt=0 r=6065.1°C T=273.1°C
50 571,7.1°C 323.1°C,
endlich ist mit geniigender Anndherung:
3
6 — ( llc;) .
Daraus ergiebt sich mittelst unserer Relation (S. 89):
firt= 0 50 100 A
s—210600 12050 1650 O

Man pflegt die Dichtigkeiten der Gase und Démpfe in der Einheit
anzugeben, welche die Dichtigkeit der atmosphérischen Luft bei
gleicher Temperatur und gleichem Drucke bildet. Das Volumen von
1 gr atmosphirischer Luft bei 0° C und 760 mm Druck ist 773 cem;
daher ist das Volumen dieser Luftmasse, wenn

te=m 0 50 100° C
p=14600 91,98 1760

127700 1556 1056
und daher die Dichtigkeit des gesittigten Wasserdampfes bei
t= 0 50 100 150 200° C.
0,606 0,627 0,640 0,661 0,693.

und

gleich
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Folgte der Wasserdampf bis zu seiner Condensation dem Mariotte-
schen und Gay-Lussac’schen Gesetze, so missten, da man von den
kleinen Abweichungen der atmosphiirischen Luft von diesen Gesetzen
hier absehen kann, diese Zahlen einander gleich sein; ihre Unter-
‘schiede zeigen, dass der Wasserdampf erheblich von einem ideellen
Gase abweicht.

Fir Wasserdampf, der so verdiinnt ist, dass er. sich wie ein
ideelles Gas verhdlt, kann man nach einer wohlbegriindeten Theorie
annehmen, dass swei Volumina desselben aus zwei Volumina Wasser-
stoff und einem Volumen Sauerstoff, genommen bei derselben Tempe-
ratur und demselben Druck, bestehn; hiernach kann man die
Dichtigkeit des hinreichend verdiinnten Wasserdampfes berechnen;

sie muss sein:¥)
b=t 0,069262+ 110563 _ () 6o

Wir haben fiir die hoheren Temperaturen u erheblich grosser ge-
funden; um so grosser, je hoher die Temperatur ist. Dass wir fir
t =0 eine kleinere Dichtigkeit als die ideelle gefunden haben, ist
wohl die Folge davon, dass -:—‘: nur unsicher durch die Beobachtung
bestimmt ist, wegen der Kleinheit der Spannungen.

Es ist wahrscheinlich, dass auch hier u etwas, aber sehr wenig
grosser ist, als 0,622. Wir konnen also aus unseren Zahlen schliessen,
dass gesattigter Wasserdampf bei hoheren Temperaturen erheblich,
bei niedrigen aber nur wenig von einem ideellen Gase abweicht.

§ 4 ‘
Wir wollen nun noch fir unser aus Flissigkeit und Dampf be-
stehendes System den Ausdruck der Energie bilden. Wir hatten
8. 65 gefunden:

T
U= |az{a+7(32 - 20} +fdr(30+ z,).

x

Ferner ist hier nach 8. 89
A-=-—pg—::,
B=_‘Paa—;v)
0B _9A _ dpdv
- oz oT aT oz’
ve=zxs+ (1 —2)o0,
o N Y=zH+ (1 —=x)C.

*) Die in zwei Volumina enthaltene Masse Wasserdampf: 2u ist gleich der
Summe der in zwei Volumina Wasserstof und der in einem Volumen Sauer-
stoff enthaltenen Massen. D. H.
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Da p von 2 unabhingig ist, wird das erste Integral:

ap o0v

leicht ausfithrbar; setzt man noch
Ty = 07
80 erhalt man

T
U=(T'—;%—p)(s——o)x+de(C—p%

Hieraus kann man leicht p als Function von 7 darstellen, wenn
man sich erlaubt, den Dampf bis zu seiner Condensation als ideelles
Gas zu betrachten, was, wie wir gesehen haben, bei niederen Tem-
peraturen wahrscheinlich sebr nahe richtig ist, wiahrend bei hoheren
Temperaturen eine solche Annahme auf grosse Fehler fiihren kann.

Setzen wir x = 1, vernachlissigen wir ferner o gegen s, was
bei niederen Temperaturen sicher erlaubt ist, und nehmen wir C als
constant an; dann erhalten wir, wenn wir noch

RT

§=—=
machen:
) RT

v= (13 - + CT + const.

Andrerseits ist die Energie der Massenemhext eines ideellen Gases
nach S, 75 aber auch gleich
Co T + const.

Man hat also fiir p die Differentialgleichung
(rde— )RT+CT—C’T+ const,
Erinnern’ wir uns an die Gleichung (8. 75)
C, — C, = R,
8o konnen wir diese Gleichung schreiben:

dp , 0—-0C, aT EKaT
F"'a—o T 710 =0

wo K eine Constante bedeutet. Hieraus folgt:

log p = const. — Cap_z‘: log T—-%-

Kennt man die Verhiltnisse der drei specifischen Wirmen €, C,, C, und
nimmt man die fir zwei Temperaturen beobachteten Werthe von p
hinzu, so kann man alle in dieser Gleichung vorkommenden Con-
stanten, mithin auch p fir jede nicht zu hohe Temperatur berechnen.

Unter Umsténden kann diese Gleichung sehr niitzlich sein. Ich
will ein Beispiel anfithren. Mit Hiilfe der Quecksilberpumpe kann
man heutzutage sehr hohe Grade der Luftverdiinnung hervorbringen.
In dem ausgepumpten Raume sind aber immer noch gesittigte Queck-
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silberdimpfe vorhanden. Es hat ein Interesse zu wissen, wie gross
der Druck dieser ist. Ihn direkt zu messen ist nicht mdglich, weil
er zu klein ist; mit Hiilfe unserer Gleichung kann man ihn mit
ziemlicher Sicherheit berechnen. Hertz*) hat eine’ solche Rechnung
ausgefilhrt und gefunden:
firt=0 p = 0,0002 mm Quecksilber.
20 0,0013
40 0,0064

Wir kniipfen noch eine Bemerkung an die Gleichung, welche wir
soeben durch die Voraussetzung, dass der Dampf sich wie ein ideelles
Gas verhilt, aus der Betrachtung der Energie abgeleitet haben. Diese
ldsst sich schreiben

T(s — 6) 3 4 (¢ — €,)T = const.
oder nach S, 89: °
r == const. — (¢ — ¢,)T.
Nun ist nach Regnault fiir nicht zu hohe Temperaturen fiir Wasser-
dampf
r=1796,3 — 0,695 T.
Da weiter ¢ = 1 ist, so folgt hieraus
¢p = 0,305.

Regnault hat dieses ¢, direkt gemessen und gleich

0,475

gefunden. Aber die Zahl 0,305 bezieht sich auf sehr verdiinnten
Wasserdampf. Regnault hat die seinige gefunden, indem er die
Wirmemenge mass, welche der Dampf beim Drucke der Atmosphire
abgab, indem er von etwa 220° auf 120° sich abkiihlte. Es erklirt
sich der Unterschied der beiden Zahlen daraus, dass der Dampf unter
den Verhiltnissen, unter denen er bei dem Versuche sich befand,
schon erheblich von einem ideellen Gase abwich.

*) H. Hertz, Wied. Ann. 17, p. 177 und 193. 1882,
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Allgemeine Znstandsgleichung von van der Waals, — System der Isothermen. —

Labile Zustinde iiberhitzter Fldssigkeit und iibersiittigten Dampfes, — Berech-

nung der Lage des Sittigungspunktes auf jeder Isotherme. — Kritischer Punkt.—

Anwendung auf Kohlensiture. — Zustandsgleichung von Clausius. — Uebergang

aus dem festen in den fliissigen Aggregatzustand. — Schmelzwirme, — Ab-

hingigkeit der Schmelztemperatur vom Druck. — Abh#ngigkeit der Schmelz-
wirme vom Druck,

§ 1

Wir wollen jetzt etwas niher auf die Abweichungen der Gase —'

zu denen wir auch die Démpfe rechnen — von ideellen Gasen ein-
gehen. Wir haben schon die Formel kennen gelernt, die Thomson
und Joule fiir atmospharische Luft und Kohlensiure in Bezug hier-
auf aunfgestellt haben, und die wegen der Art ihrer Ableitung sehr
interessant ist. Andere Formeln, welche denselben Zweck haben,
sind in grosser Zahl aufgestellt. Eine, die grosses Interesse ver-
dient wegen der Folgerungen, die sich an sie kniipfen lassen, ist die
von van der Waals angegebene. Filr ein ideelles Gas ist

pv=RT,
statt dessen setzt van der Waals fiir ein wirkliches Gas:

(p+ %) =0 =&T
oder RT a

p= o—b o
wo a, b, R positive Constanten sind. Diese Gleichung soll nicht
allein fiir ein Gas, sondern bei ungeénderten Constanten auch fiir
die Flissigkeit gelten, welche durch Condensation des Gases er-
halten wird.

Fiir gegebene Werthe von p und 7, welche beide positiv sind,
ist » durch eine cubische Gleichung bestimmt. Diese hat eine oder
drei reelle Wurzeln, welche, wie man aus der zweiten Form leicht
sieht, positiv und grosser als b sind.*) Sind drei reelle Wourzeln vor-

*) Denn fiir negative Werthe von v — b ist p negativ. D. H.
Kirchhoff, Theorie der Warme, 7
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handen, so entsprechen diese drei Zustinden des Korpers: eine dem
flissigen, eine dem gasformigen, die dritte einem labilen, welcher,
weil er labil ist, nicht verwirklicht werden kann. Suchen wir die
Beziehung, welche zwichen .p und v bei gegebenem T besteht, uns
durch eine Curve anschaulich zu machen. Hat p sehr grosse posi-
tive Werthe, so ist v — b sehr klein und

RT

Die Curve, welche man erhilt, wenn man p und » als rechtwinklige
Coordinaten eines Punktes betrachtet, ndhert sich fiir solche Werthe
von p einer Hyperbel.

Fiir sehr grosse Werthe von v wird auch

— BT
P=4_%

oder auch
RT
p= 4 -
Auch hier wird die Curve also dieselbe Hyperbel.*) Sollen fir ge-
wisse Werthe von p dre: reelle Werthe von v existiren, so muss,
wenn man die Curve von p=--o0
an durchlduft, p ein Minimum
bei ¢, dann ein Maximum bei g
erlangen und dann fortwihrend
abnehmen. Eine Gerade pe==const
schneidet dann die Curve in drei
Punkten, wenn p zwischen p, und
pp liegt, aber nur in einem,
wenn p ausserhalb dieses Inter-
valles sich befindet. Sind y, 3, &
drei solche Durchschnittspunkte,
so entspricht y dem flussigen, &
dem gasformigen, ¢ einem labilen
Zustande. Fiir den letzteren ist

niémlich %% positiv, und das ist die Bedingung dafiir, dass der Zu-

P Fig. 8.

stand labil ist, wihrend fiir die beiden anderen Punkte gf negativ
und also der Zustand stabil ist.

§ 2
Gesetzt man mésse fiir einen Korper, etwa fiir eine gewisse
Menge Wasser, und fir eine Temperatur, etwa fir 100° C, das
Volumen v filr verschiedene Drucke. Man fange mit hohen Werthen

%) No um die Strecke b in der Richtung der abnehmenden o ver-
schoben. D. H.
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von p an; da ist die ganze Wassermasse fliissig. Sobald p =1 At-
mosphire geworden ist und man den Druck weiter zu verkleinern
sucht, indem man das Volumen v vergrossert, so gelingt das
nicht; es bildet sich bei gleichbleibendem Druck Wasserdampf, um
so mehr, je grosser man v macht; das geht fort, bis alles Wasser
- verdampft ist; von diesem Augenblick an verringert sich bei wach-
sendem v p weiter. .

Stellt man die Beziehung zwischen v und p durch eine Curve
dar, so stimmt diese mit der geschilderten (wenn die Constanten
passend gewihlt sind) iiberein bis auf einen Unterschied: das Stiick
yadfe (wenn p, = 1 Atmosphiire) ist ersetzt durch die gerade Linie
ye&. Sie bezieht sich auf den Theil des Processes, bei welchem der
Korper theils fliissig, theils gasformig ist, withrend die Curve yadfis
gedachte Zustinde darstellt, bei welchen der Korper homogen bleibt.
Dass die Zustinde, welche durch das Stick «dp dargestellt sind,
nicht auftreten, ist nicht auffallend, da sie labil sind; fragen muss
man aber, ob die Zustinde, welche den Stiicken ya und &f ent-
sprechen, sich nicht verwirklichen lassen. Theilweise kann das wirk-
lich geschehen, némlich fir das Stick der Curve ye in der Nahe
von p. Ich habe die Erscheinungen, wie sie der Regel nach ein-
treten, geschildert; unter Umstinden kann aber Wasser bei 100° C
unter etwas kleinerem Druck als 1 Atmosphire gesetzt werden, ohne
dass es verdampft; man nennt es dann #uberhitzt. Wasser, welches
von der absorbirten Luft befreit ist, kann in einem sorgfiltig ge-
reinigten Glasgeféiss bei dem Druck von 1 Atmosphéire um mehrere
Grade iiber 100° erhitzt werden, es kann also auch bei 100° bestehen
unter einem Drucke, welcher kleiner ist als 1 Atmosphére. Bei tiber-
hitztem Wasser kann aber die Einfiihrung einer Luftblase geniigen,
um plotzliche Verdampfung zu bewirken und den normalen Zustand
herzustellen. Die Punkte der Curve &f stellen Zustinde des Dampfes
dar, bei denen die Temperatur 100" C und der Druck grosser als
1 Atmosphire ist; solche Zustinde stellen dbersdttigten Dampf vor.

Wie aus der theoretischen Curve der Maximaldruck des Dampfes,
d. h. die Lage der Linie y&, gefunden werden kann, hat Clausius
durch die folgende Betrachtung gezeigt. Man denke sich den Korper
aus dem Zustande y in den Zustand & durch Zufubr von Wirme und
Arbeit auf dem Wege yadfe iibergefiihrt. Zu verwirklichen ist das
freilich unmdglich, da ein Theil der Zustinde, welche dabei durch-
laufen werden miissen, labil sind. Um zu verhindern, dass durch
unendlich kleine Stérungen ein Umsturz der augenblicklichen An-
ordnung herbeigefithrt werde, milsste man tiber Krifte zu verfiigen
haben, welche auf alle materiellen Punkte des Korpers wirkten und
in jedem Augenblicke eine jenen Storungen angepasste Wirkung aus-
ibten. Aber denken kann man sich solche Krifte; die Arbeit, welche

7.
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sie zu leisten hidtten, wire dabei nur eine unendlich kleine, und aus
diesem Grunde ist die gedachte Ueberfilhrung als eine umkehrbare
zu bezeichnen. Aus dem Zustande & denke man sich den Korper
wieder in den Zustand y auf dem Wege &0y zuriickgebracht. Dieser
Process ist ausfithrbar und ohne Zweifel umkehrbar. Im Ganzen hat
dann unser Korper einen umkehrbaren Kreisprocess durchgemacht.
Es ist daher: '

0=[2%,
also, da

T = const,
80 ist

0= f dag;*
und, da durch den Kreisprocess die Energie nicht geindert sein kann,
8o ist

0= [pdv*)

Diese Gleichung sagt aus, dass die Flichenrdume yad und 48 ein-
ander gleich sind.
Benutzt man die Gleichung
RT a
P=o_ b o
so erhilt man***) fiir die Spannung des Dampfes:
p(s— 6)=RTlog:::+a (81_%),

wo s die grosste, ¢ die kleinste der drei Wurzeln der vorstehenden
Gleichung ist. Daraus sind dann p, s, ¢ als Functionen von 7 zu
berechnen.

8 3.

Bei der gezeichneten Isotherme hat, wenn der Druck innerhalb
eines gewissen Intervalles liegt, die Gleichung fiir v drei reelle
Wuwrzeln, und daher kommt bei der entsprechenden Temperatur bei
gewissen Drucken unser Korper in zwei Zustinden, flussig und gas-
formig, vor. Das findet aber nicht bei allen Temperaturen statt.
Fiir eine Temperatur, bei der es der Fall ist, muss p, wenn » von b
bis co wichst, ein Minimum und ein Maximum, die Gleichung

*) D. h. die im Ganzen von Aussen aufgenommene W#rme ist gleich
Null. D, H,
*#) D. h. die im Ganzen von Aussen zugefiihrte Arbeit ist gleich Null, D, H.
***) ans der (leichung:
3

p-(8—06)=|pdv. D. H.
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d
=0
d. h. nach der van der Waals’schen Formel:
_BT _ga
(v —b) v’
also zwei reelle Wurzeln haben. FEine Wurzel dieser Gleichung dritten
Grades liegt zwischen O und 5,*) die beiden anderen also miissen .

dann reell sein; ein Werth von 7, bei welchem sie einander gleich
sind, bei welchem also

a'p
. W=O’
d h BT
2 Ty =6_
(v—0bp vt
d. h.
v=23>,

8a
T'=gem="To
bildet eine Grenze, bei welcher die Wurzeln aufhoren, reell zu sein.

Es giebt.nur einen solchen Werth, welchen wir T, nennen, es ist
ferner fiir T = 4 oo immer

_RBRT >229.

(” —_— b)l 3 ?
daraus folgt, dass fir 7 < T, die beiden Wurzeln reell, fiir 7 > T,
imagindr sind. Eine Isotherme, fiir welche T > T, ist, verlduft so,
dass p stetig abnimmt, wenn v wichst, dass es also fiir jedes p nur
ein v, d. h. nur einen moglichen Zustand des Korpers giebt; wihrend,
wenn T < T, ist, fir gewisse Drucke zwei Zustinde moglich sind.
Man nennt 7, die kritische Temperatur. Auf der dieser entsprechen-

den Isotherme giebt es einen einzigen Punkt, fiir welchen % =0

ist; man nennt ihn den Aritischen Punkt; die ihm entsprechenden
Werthe von p und v den Aritischen Druck und das Aritische Volumen ;
bezeichnet man sie mit p, und v,, 8o ist nach dem Obigen:

v, = 3b,

a

Py =g
Die sorgfaltigsten und ausgedehntesten Messungen, welche mit der
Formel von van der Waals verglichen werden kdnnen, sind an Kohlen-
sdure von Andrews ausgefiihrt worden. Aus diesen hat van der Waals
die folgenden Werthe der Constanten in seiner Formel

RT a

berechnet:

*) Weil in diesem Intervall die Differenz der Ausdriicke links und rechts
ihr Vorzeichen wechselt, D. H.
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__ 1,00846
273

a = 0,00874,

b = 0,0023,

wobei die Einheit des Druckes 1 Atmosphire, die Einheit des Volu-
mens das Volumen der Kohlenséure bei p = 1 und der Temperatur
von 0° C ist. Daraus folgt

t, =32,

v, = 0,0069,

py = 61,

Die Resultate der Messungen werden im grossen Ganzen durch die
Formel von van der Waals richtig dargestellt, doch bleiben Unter-
schiede, die nicht aus Beobachtungsfehlern erklirt werden zu kénnen
scheinen. Es hat Clausius*) die Uebereinstimmung durch eine Ver-
inderung der Formel zu verbessern gesucht; er setzt

— RT _ c
P=v—a = Tw+pp

und berechnet bei denselben Einheiten des Druckes und des Volumens
B — 100682
273
c = 2,0935,
o = 0,000843,
g = 0,000977.

Offenbar gelten die allgemeinen Schliisse, welche wir an die van der
Waals'sche Gleichung gekniipft haben, auch bei dieser. Sie schliesst
sich dabei noch besser an die Beobachtungen an, enthilt aber freilich
auch eine Constante mehr.

Es ist zu vermuthen, dass eine Gleichung von derselben Form,
nur mit anderen Constanten, auch fiir andere Gase gelten wird.

Noch mdge bemerkt werden, dass aus der Clausius'schen Formel
bei Vernachlissigung gewisser kleiner Grossen die von Joule und
Thomson aufgestellte und friher (S. 87) erwihnte Formel abgeleitet
werden kann. Wenn v nichs klein ist gegen das als Einheit ein-
gefithrte Volumen, so haben e¢ und g einen sehr geringen Einfluss
und die Clausius’sche Gleichung ldsst sich schreiben

Bl __ o
P v To?
oder, wenn man mit % multiplicirt,
RT c
V= —-— 5"
p Top

*) Clausius, Wied. Ann. 9. p. 387. 1
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oder néherungsweise

V= TR T

welches die Thomson’sche Gleichung ist.

§ 4

Aehnliche Ueberlegungen, wie wir sie in Bezug auf den Ueber-
gang eines Korpers aus dem fliissigen in den gasférmigen Zustand,
oder umgekehrt, angestellt haben, lassen sich auch in Bezug auf den
Uebergang aus dem festen in den fliissigen Zustand, oder umgekehrt,
durchftihren. Die Anwendung der beiden Hauptsiitze auf ein System,
das aus einer Fliissigkeit und ihrem Dawpfe besteht, hat uns zu den
beiden Gleichungen (S. 89)

gefiihrt; dieselben Gleichungen missen bei passend verinderter Be-
deutung der Zeichen auch gelten fiir ein System, das aus einem
festen Korper und der durch Schmelzung aus diesem entstandenen
Fliissigkeit besteht. 7' ist dann die Temperatur des Schmelzpunktes;
so wird die Temperatur genannt, bei welcher feste und fliissige Theile
des Korpers neben einander bestehen; r ist die /atente Wirme der
Flussigkeit oder die latente Schmelzwiirme, s das specifische Volumen
der Fliissigkeit, ¢ das des festen Korpers, & eine gewisse specifische
Wirme der Fliissigkeit und ¢ eine des festen Korpers.

Die erste Folgerung, die aus diesen Gleichungen zu ziehen ist,
ist die, dass 7 variabel und zwar abbiéingig von p sein muss. Die
Gleichung -

aT = 7T(s —*a)dp

erlaubt, die Aenderung d7 zu berechnen, welche einem Druckzuwachs
dp entspricht; sie zeigt, dass beide von gleichem Vorzeichen sind,
wenn s > 6 ist, d.h. wenn bei dem Schmelzen eine Ausdehnung
stattfindet, von entgegengesetztem Vorzeichen im anderen Falle. Bei
dem Eis findet das zweite statt. Berechnen wir hier 47T fir
dp =1 Atmosphﬁre Wir haben

= =2407.10"°

r= 179.1°C,
I'=2183-1°C,

(1 cm)?
s = 1,000 S50,

(1 sec)’ 1°C
(1cm)?
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o = 1,087 (' 2",
1gr
1 Atmosphiire = 1,013 - 108 18"

(1sec)*1cm
aT = — 0,0073 - 1° C.
Eine solche Rechnung ist zuerst im Jahre 1850 von James Thomson
ausgefithrt und ihr Resultat von W. Thomson experimentell sehr
genau bestitigt worden. Ungefihr gleichzeitig hatte Bunsen bei zwei
anderen Korpern die Abhidngigkeit des Schmelzpunktes von dem
Drucke experimentell nachgewiesen, und zwar bei solchen, die bei
dem Schmelzen sich ausdehnen, bei denen also der Schmelzpunkt
durch Druck erhoht wird. Er fand den Schmelzpunkt beim Wallrath

fir 1 Atmosphire bei 4797 C,

Das giebt

beim Paraffin
fir 1 Atmosphére bei 46°3 C,
100 49,9.
§ b.
Die zweite unserer beiden Gleichungen

ar

ar=h—c+g
zeigt, dass die latente Schmelzwiirme r sich éndert, wenn der Schmelz-
punkt durch Druck geiindert wird. Wenden wir auch diese Gleichung
auf Eis und Wasser an. Wir miissen zunichst dann ¢ und % be-
rechnen; das sind die specifischen Wiarmen fiir Eis und Wasser fiir

den Fall, dass g—g, den soeben berechneten Werth hat; nach einer
frither (8. 73) aufgestellten Formel ist daher fiir Eis

1 ca dp
C=¢0C—3"oT ar

und ebenso fiir Wasser
he=hy— 2728 30,

N st oT dT
un
dp . _1Am____ 4 382.10° ler
aT = ~ 0,0018-19C — (Tsec) 1cm 1°C?
T=213.1°C,
—8 (18ec)*1°C
— == 2, 407 10 Temy™
ferner

6 1,83-107*
= 1,087
wo der erste Factor der riumliche Ausdehnungscoefficient bei con-
stantem Druck, der zweite das Volumen der Masseneinheit Eis bei
0° C ist, d. h.

(1 cm)?
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_4 (1 cm)?
5f ‘= 1,663 - 10 igr 10’
und ebenso

08 —5 (1cm)s
ﬁ=—6l'lo 1gr1°C

Endlich hat man fiir die specifischen Warmen bei constantem Druck
von Eis und Wasser bei 0° C

cp = 0,48,
hp = 1.

Daraus folgt
c= 0,631,
. h = 0,945
und dann weiter

d—T=h ¢ + 7 = 0,314 + 0,289 = 0,603.

[Bei steigendem Druck nimmt also mit der Schmelztemperatur zugleich
auch die SBchmelzwirme des Eises ab. D. H.]
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System von chemisch differenten Korpern. — Bei festen und flissigen Korpern .
ist die erzeugte chemische Wiirme gleich der Energieabnahme und unabhiingig
vom Wege der Ueberfilhrung. — Bestiitigung an Messungen von J. Thomsen
iiber die Verdiinnungswirme und tiber die Neutralisationswiirme von Schwefel-
sdiure. — Abb#ngigkeit der erzeugten Wirme von der Temperatur. — Ver-
diinnung von Schwefelsiure auf umkehrbarem Wege. Anwendung beider
Hauptsiitze. — Berechnung der Verdinnungswirme aus der Abhingigkeit der
Dampfspannung von der Temperatur.

§ 1.

Die Anwendungen, die wir bis jetzt von der mechanischen
Wiirmetheorie gemacht haben, bezogen sich auf ein System, welches
aus einem chemisch homogenen Korper besteht. Wir verfolgten zuerst
den Fall, dass der Korper auch physikalisch homogen wire, d. h.
dass er durchweg in demselben Aggregatzustande sich befinde, dann
den FKall, dass ein Theil desselben sich in einem, ein Theil in einem
anderen Aggregatzustande befinde. Wir wollen uns nun ein System
denken, das aus chemisch differenten Korpern zusammengesetzt ist.
Bei einem solchen kénnen Processe sehr mannigfaltiger Art ein-
treten; es kann z. B. ein Gas von einer Flissigkeit absorbirt, ein
fester Korper aufgelost werden, es konnen chemische Verdnderungen,
Verbindungen und Zersetzungen, stattfinden. Bei allen solchen Pro-
cessen tritt etwas auf, was der Messung verhiltnissmissig leicht
zuginglich ist, namlich eine Warmeentwicklung oder Wirmever-
schluckung; in Bezug auf diese sind auch, namentlich bei chemischen
Processen, unzihlige Messungen ausgefiihrt.

Geht das System aus einem gewissen Anfangszustand in einen
gewissen Endzustand tiiber, so erfihrt seine FEnergic eine gewisse
Verinderung, sagen wir eine gewisse Abnahme. Es ist diese gleich
der Summe der nach Aussen abgegebenen Wirmemenge und der
nach Aussen abgegebenen Arbeitsgrosse. Findet der gedachte Process
unter dem Druck der Atmosphire statt, so ist diese Arbeitsgrosse
gleich dem Producte aus diesem Drucke in die eingetretene Volumen-
vergrosserung. Sind alle Kérper des Systems fest oder flissig, so ist
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die Volumendnderung meist so klein, dass die genannte Arbeits-
grosse ohne merkbaren Fehler gegen die Wiarmemenge, zu welcher
sie zu addiren ist, vernachldssigt werden kann. Die Abnahme der
Energie ist dann gleich der abgegebenen Warmemenge. Nun nehmen
wir noch an, dass die Temperatur beim Endzustande der beim An-
fangszustande gleich ist; die abgegebene Wirmemenge ist dann die-
jenige, welche man die erzeugte nennt. Der Abnahme der Energie
ist also die erzeugte Wiirmemenge gleich. Um zu machen, dass dieser
Satz auch richtig bleibt, wenn die abgegebene Arbeitsgrésse nicht
zu vernachldssigen ist, miissen wir unter der erzeugten Wirmemenge
die Summe der abgegebenen Wirme und dieser Arbeit verstehn.
Erzeugle Wirme ist dann immer nur ein anderer Name fiir Energie-
abnahme in dem Falle, dass die Temperaturen beim Endzustande
und beim Anfangszustande gleich sind.

Wir wissen nun, dass die Aenderung der Energie von dem
Wege der Ueberfilhrung unabhingig ist; daraus folgt dann unmittel-
bar der Hauptsatz fiir die Wirmeentwicklungen, die wir hier be-
trachten, némlich der Satz, dass, wenn ein System von chemisch
verschiedenen Kdrpern aus einem gewissen Anfangszustande in einen
gewissen Endzustand von derselben Temperatur und demselben Drucke
auf verschiedenen Wegen ubergefithrt werden kann, die Summe der
erzeugten Wirmemengen fiir alle Wege dieselbe ist.

§ 2.

Wir wollen einige Beispiele fiir diesen Satz anfiihren.

Bei der Mischung von Schwefelsiure und Wasser findet eine
erhebliche Wirmeentwickelung statt. Mischt man 1 gr Schwefel-
sdurehydrat SOgH,0 mit  gr Wasser, so ist nach Thomsen*) die
entwickelte Wirmemenge gleich

x .
z + 0,3204 1771,
wo Einheit der Wirmemenge diejenige ist, welche 1 gr Wasser von

0°C auf 1°C erwiarmt, Es ist )
2H =2,

0 =16,
S =32,
H,0 =18,
S0, = 80,
SO;H,0 = 98.
Thomsen hat die obige Formel aus Versuchen abgeleitet, bei denen

18 d. h die zugesetzte Wassermasse ein

z ein Multiplum von 38"

*) Thomsen, Pogg. Ann, 90. p. 278. 1853.
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Multiplum der Wassermenge war, die mit 1 gr Schwefelsiurehydrat
dquivalent ist; wir nehmen sie als giiltig fiir jeden Werth von x an.
Die entwickelte Wirmemenge ist
fir z =1 gleich 134,2,
2 152,6.

Die Differenz 18,4 muss nach unserem Satze die Wirmemenge sein,
welche erzeugt wird, wenn zu

(1gr SO,H,0 4 1gr H,0)

(1gr H,0).
Dieser Satz ldsst sich experimentell priifen; er ist durch vielfache
Versuche genau bestitigt worden.
Noch ein anderes Beispiel wollen wir betrachten. Unser System
bestehe aus einem Aequivalent Schwefelsiure

80, = 32 4 48 = 80 gr,
einem Aequivalent Natron
Na,0 =46 4 16 = 62 gr
und einem Aequivalent Baryt
R BaQ = 137 4 16 == 153 gr,

jedes in so viel Wasser geldst, dass ein weiterer Zuschuss von Wasser
keine Temperaturinderung mehr bewirkt; der Anfangszustand sei
der, in welchem die drei Korper gesondert vorhanden sind. Man
giesse die Schwefelsiure in das Natron; es bildet sich schwefelsaures
Natron; dabei wird eine Wirmemenge erregt, welche nach Thomsen *)
gleich

gesetzt wird:

31378

ist, wenn wieder 1 gleich der Wirmemenge ist, die 1 gr Wasser um
1° erwiarmt. Nun giegse man das Barytwasser dazu. Jenes Salz
wird dann wieder zerlegt und schwefelsaurer Baryt gefillt; dabei
wird die Wirmemenge

5492

36 870.

Denselben Endzustand kann man herbeifithren, indem man zuerst
den Baryt mit der Schwefelsdure zusammenbringt, wobei das Baryt-
salz niederfillt, und dann das Natron zugiesst. Bei der zweiten
Operation tritt keine chemische und keine Wirmewirkung ein; bei
der Bildung des Barytsalzes miisste also eine Warmemenge erzeugt
werden, die der letzten Zahl gleich ist. Die Messung ergab

36 896.

*) Thomsen, Pogg. Ann. 143. p. 868. 1871.

erzeugt; die Summe ist
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§ 3.

Die bei einem gewissen Processe erzeugte Wirme ist, strenge
genommen, von der Temperatur abhingig, die die Korper vor und
nach dem Processe haben. Das lehrt die folgende Betrachtung. Es
sei 0 die Warmemenge, welche bei der Temperatur 7' erzeugt wird,
wenn die Massen m,, m, zweier Korper zusammengebracht werden,
0’ die Wirmemenge, welche bei demselben Process bei der Tem-
peratur 7 - dT erzeugt wird, und es seien ¢,, c,, ¢ die specifischen
Wirmen bei constantem Druck der Bestandtheile und der Verbindung.

Nun kithle man die beiden Kérper von ' 4 d F auf T ab, lasse
sie bei 7 zusammentreten, und erwidrme die Verbindung dann auf
T 4 daT. Die Wirmemenge, welche man dann im Ganzen aus dem
System erhalten hat, muss gleich 0’ sein, d. h. )

Q' = (myc, + myc,)dT + Q0 — (my + m,) cdT.
Setzt man 2
0—0=25%ar,
so hat man also

a
d_% = (m,¢, + mycy) — (my + my)ec.

Hieraus kann man g—% berechnen und findet es im Allgemeinen von
Null verschieden.

§ 4.

In gewissen Fillen kann man iiber die Warmemenge 0 noch
weiteren Aufschluss erhalten, dann namlich, wenn die gedachte
Ueberfithrung auf wumkehrbarem Wege vorgenommen werden kann,
was bisweilen moglich ist. Die Mischung von Wasser mit Schwefel-
sdure bietet ein Beispiel hierfir dar.

Ueber wisseriger Schwefelsdure bilden sich reine Wasserdimpfe,
deren Spannung kleiner ist als ihre Spannung tiber Wasser bei der-
selben Temperatur; es zieht, wie man zu sagen pflegt, die Schwefel-
siure das Wasser an, Denken wir uns die wisserige Siare in einem
mit einem Kolben versehenen Cylinder; durch Bewegung

des Kolbens kann man den Wassergehalt der Séure auf e >
umkehrbarem Wege nach Willkithr verkleinern oder ver-
grossern, indem man aus ihr Wasserdampf herauszieht "o

oder in sie welchen hineinpresst. Indem man das be-
nutzt, kann man auf umkehrbarem Wege Wasser mit
Schwefelsiiure mischen. $Gag

In dem Cylinder denke man sich nun das Wasser
iiber der Schwefelsdure, von dieser getrennt durch eine Zwischen-
wand, die den Druck durch sich hindurchwirken lassen moge, iiber
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dem Wasser den Stempel. Auf diesen soll ein Druck®) wirken,
welcher grosser ist als die Spannung p, des Wasserdampfes fiber
reinem Wasser bei der stattfindenden Temperatur., Nun soll der
folgende Process, bei welchem die Temperatur immer gleich erhalten
werden soll, vorgenommen werden.

Erstens vermindere man den Druck bis p,.

Zweitens, wahrend p = p, ist, bewege man den Stempel auf-
wiirts, bis alles Wasser sich in Dampf verwandelt hat.

Drittens bewege man den Stempel weiter aufwérts, bis p = p,,
der Spannung des Wasserdampfes fiber der Schwefelsiure, geworden ist.

Nun nehme man die Wand iiber der Schwefelsiure fort, wo-
durch das Gleichgewicht nicht gestdrt wird, und bewege vierfens den
Stempel abwirts, wihrend man den Druck passend vermehrt**), bis
aller Wasserdampf verschwunden ist.

Fhdlich fiinftens vermehre man den Druck auf seinen urspriing-
lichen Werth.

Es soll die Abnahme der Energie unseres Systems fur diesen
ganzen Process berechnet werden; diese ist nach dem S. 107 ent-
wickelten Satze gleich der Warmemenge 0, welche erzeugt wird,
wenn man Wasser und Schwefelsiure geradezu zusammengiesst,
welche dann abgeleitet werden muss, wenn man Temperatur und
Druck ihre urspriinglichen Werthe annehmen lisst.

Fiir den ersten und den fiinften Theil des Processes kann die
Aenderung der Euergie vernachlissigt werden; eine solche findet
statt nur in Folge davon, dass bei Aenderung des Druckes das Vo-
lumen der Flissigkeit ein anderes wird. Die hierbei geleistete Arbeit
ist verschwindend klein gegen die anderen in Betracht kommenden
Arbeitsgrissen.

Fir den zweiten Theil ist nach der Formel auf Seite 95

T
d q
U=(T38—p)(s—0)z +faT(c-—pd—"T-
die Zunahme der Energie also hier:***)

0U = (T :11’," — po) (s — o)m,

wo m die Masse des vorhandenen Wassers bezeichnet; oder genau
genug:

80 = (7% — p,) som,

*) z. B, der Atmosph#rendruck, D. H.
**) Denn je mehr Wasser die Schwefelsiture aufnimmt, desto grdsser wird
die Spannung des Wasserdampfes iiber ihr. D. H.
+*¢) Da das Integral nur von T abhingt. D. H



Verdiinnung von Schwefelsiure auf umkehrbarem Wege. 111

wenn wir jetzt s, das specifische Volumen des gesittigten Dampfes
tiber Wasser nennen.

Ist ferner s das -specifische Volumen des Dampfes bei lrgend
einem Drucke p und der Temperatur 7 und ist p, die Spannung des
Dampfes iiber der abgeschlossenen Schwefelsiure, so ist nach der
Formel auf S. 73:

2
U= — dp(p +TM)+ a7 (Cp.— o 53

Do

die Zunahme .der Energie fﬂr den dritten Theil
'S
(., 08 28
P

Wir kommen endlich zum vierten Theil. Hier nimmt der Druck
im Allgemeinen zu, in dem Maasse, in dem die Schwefelsiure ver-
diinnter wird. Wir wollen m als unendlich klein annehmen, dann
fillt der Einfluss dieses Umstandes fort und es bleibt wihrend des
vierten Theiles des Processes p = p, und &@hnlich wie bei dem
zweiten Theil ist fiir den vierten Theil*)

6(]-=——(Tg%',——p,)s,m,

wo s, das specifische Volumen des Dampfes bei p, und 7 ist und
wo die Volumeninderungen der Siure, ebenso wie oben die des
Wassers, vernachlissigt sind.

Ist 0 die Warmemenge, welche erzeugt wird, wenn die Wasser-
masse m zu der Anfangs abgesperrten Schwefelsiure gegossen wird,
so ist mithin:

(T ar — p)s— (7 c,l; — o) % ﬂp aa-;') ap.

Wir wollen die Bezeichnung @ndern, und fiir 0 und m (welche un-
endlich klein angenommen sind) d0Q und dm schreiben; dann ist @
die Wiarmemenge, welche erzeugt wird, wenn die endliche Wasser-
masse m zu einer beliebigen Menge Schwefelsdure gesetzt wird,
und es ist

£o
(po’ P|)3| —(T?;’, Po)so—j(P%+ T;—;—-)dp-
»

Sehr einfach wird diese Gleichung, wenn man sich erlaubt, den
Wasserdampf bis zu seiner Condensation als ideelles Gas anzusehen,

*) Hier gilt das entgegengesetzte Vorzeichen, weil dort Ansdehnung, hier
Compression stattfindet. D, H.
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was bei niederen Temperaturen keine grossen Fehler herbeifihren
kann, Dann ist

$;0y = S5ypy =sp=RT.
Das Integral wird dann gleich Null, die Glieder — p,s, und 4 p,s,
heben sich fort und es wird

a 1d d lo;
Ts 7= RT' 5 Gp=RT" =320

d 2 d log (&)
W?. = RT'—zt=
Aus den schon erwihnten Beobachtungen von Thomsen ist 0%*) als
Function von m bekannt, und Regnault hat fiir verdiinnte Schwefel-
siure von verschiedenen Concentrationen p, bestimmt. An diesen
Beobachtungen habe ich**) die abgeleitete Gleichung gepriift und
sie in hinreichender Uebereinstimmung mit der Erfahrung gefunden.
Ganz dhnliche Betrachtungen lassen sich offenbar tiber die Auf-
16sung von Salzen und die Verdiinnung von Salzlosungen anstellen.

und daher

*) In der obigen Berechnung bedeutet @ die Summe der nach Aussen
abgegebenen Wirme und der nach Aussen abgegebenen Arbeit. (S. 107). Bei
der directen Vermischung von Wasser und Schwefelsiure ist aber die letstere
zu vernachlissigen. D, H.

**) Kirchhoff, Pogg. Ann. Bd. 104. p. 612 1858,
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Bewegte Flissigkeit. — Erweiterung der Definition der Temperatur, — Be-
wegungsgleichungen mit Beriicksichtigung der inneren Reibung und Warme-
leitung. Whrmeerzeugung durch die innere Reibung. — Grenzbedingungen. —
Wirmeerzeugung durch die #ussere Reibung. — Vereinfachung der Formeln
durch Vernachl#ssigang von Reibung und Wirmeleitaung. — Existenz eines Ge-
schwindigkeitspotentials. Stationérer Zustand.

§ 1.

Wir haben bis jetzt nur Fille betrachtet, in denen die lebendige
Kraft der Theile des betrachteten Systems zu vernachlissigen ist;
wir wollen jetzt zur Betrachtung solcher Fille {ibergehen, in welchen
das nicht zutrifft, dabei uns aber auf Flissigkeiten beschrinken.
Beim Gleichgewicht hingt der Zustand einer solchen von zwei
Variablen ab, als welche wir die Dichtigkeit ¢ und die Temperatur
T annehmen wollen; von diesen ist die Energie eine Function, die
wir als bekannt annehmen. Wir denken uns nun eine irgendwie
bewegte Fliissigkeit und wollen die Dichtigkeit, die Temperatur und
die Energie eines unendlich kleinen Theiles derselben in einem ge-
wissen Augenblicke ins Auge fassen. Der Begriff der Dichtigkeit
bedarf keiner Erlduterung: sie ist die Masse, dividirt durch das Vo-
lumen. Dass dem Theile eine gewisse Energie zukommt, ist auch
klar; sie kommt jedem Korper zu, sie héngt aber ab von der Be-
wegung. Die Art dieser Abhingigkeit lasst sich leicht angeben,
wenn alle materiellen Punkte die gleiche Geschwindigkeit besitzen.
Lassen wir in einem solchen Falle auf den Korper #ussere Krifte
wirken, welche die Geschwindigkeit allméhlich*) verkleinern, wiahrend
keine Warme zu- und abgefthrt wird. Ist die Geschwindigkeit ver-
nichtet, so ist #ussere Arbeit geleistet, die der urspriinglichen leben-
digen Kraft gleich ist; die Temperatur und die Dichtigkeit aber sind
ungeindert geblieben; daraus folgt, dass die urspriingliche Energie
gleich ist der lebendigen Kraft plus der Energie, die der Korper in
der Ruhe bei gleicher Temperatur und Dichtigkeit besitzt.

*) und in allen Punkten gleichm#ssig. D. H.
Kirchhoff, Theorie der Wirme. 8
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Es ist in diesem Satze die Rede von der Temperatur einer gleich-
missig bewegten Fliissigkeit; man kann von dieser mit demselben
Rechte sprechen, wie von einer ruhenden; man kann sie auf dieselbe
Weise sich gemessen denken mit Hiilfe eines hineingebrachten Thermo-
meters; nur muss dieses die Bewegung der Fliissigkeit mitmachen.

Denken wir uns aber, dass in einem unendlich kleinen Theile
der Fliissigkeit relative Bewegungen stattfinden, so sind wir so ohne
Weiteres nicht berechtigt, von seiner Temperatur zu sprechen, da
nach dem, was wir bis jetzt tiber den Begriff der Temperatur fest-
gesetzt haben, kein Weg denkbar ist, auf dem jene Temperatur
gemessen werden konnte. Als die nothwendige Grundlage jeder
Temperaturmessung haben wir namlich bis jetzt den Satz betrachtet,
dass zwei mit einander in Beriihrung befindliche Korper, deren Zu-
stinde der Zeit nach unverénderlich sind, gleiche Temperaturen haben
miissen. Unsere Flissigkeit @ndert aber nach der Annahme, eben
durch die relativen Bewegungen ihrer Theile, mit endlicher Ge-
schwindigkeit ihren Zustand; der genannte Satz kann also auf unsere
Flussigkeit nicht angewandt, die Temperatur dieser mit seiner Hiilfe
nicht gemessen werden. Wir kénnen hiernach die Temperatur der
bewegten Fliissigkeit noch willkiirlich definiren; nur miissen wir dabei
dem nicht widersprechen, was wir fiber die Temperatur ruhender
Korper festgesetzt haben. Wir geben eine solche Definition, indem
wir einen Satz aufstellen, der sich auf die Energie der beliebig be-
wegten Flissigkeit bezieht, und in dem ihre Temperatur vorkommt;
dieser Satz ist der, dass die Energie der bewegten unendlich kleinen
Flussigkeitsmasse gleich ist ihrer lebendigen Kraft plus der Energie,
die sie in der Ruhe bei gleicher Dichtigkeit und gleicher Temperatur
haben wilrde. Auf eine ruhende Fliissigkeit angewandt giebt der
Satz eine identische Gleichung, kann also nicht zu Widerspriichen
mit Sitzen fithren, welche fiir den Fall der Ruhe gelten.

§ 2.

Wir wollen nun die Differentialgleichungen fiir die Bewegung
einer Fliissigkeit mit Ricksicht auf die Temperaturinderungen, die
in ihr stattfinden konnen, aufstellen,

Es sei g die Dichte; u, v, w die Componenten der Geschwindig-
keit des Fliissigkeitstheilchens an der Stelle z, y, z; X,, ¥, Z,,
bez. X,, ¥,, Z,, bez X,, ¥,, Z, die Componenten der Drucke auf
die Flichen, welche im Raumpunkte z, y, z senkrecht zur X, bez.
¥, bez. Z Achse gelegt sind; XYZ seien die Componenten der
dusseren auf die Masseneinheit wirkenden Krifte; endlich sei ¢ die
Zeit. Dann gelten die hydrodynamischen Gleichungen:*)

*) Kirchhoff, Mechanik, Elfte Vorlesung. — In diesen Gleichungen bezieht
sich die Differentiation nach ¢ auf einen bestimmten materiellen Punkt. D, H.

—~—
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L ( ?;;’) 0,
ax, 90X, 0X,
e =“X—a—z—w—a—,’

dv 2Y, 0%, 0¥,
Bar =ty — 5 — 5y — s

X, =V, VYV, =2, Z =21,

Diese Gleichungen gelten fiir jeden continuirlichen Kdrper. Ist der
Kérper eine Flissigkeit, in der keine Reibung stattfindet, so ver-
schwinden die Grossen

Xy —p, Y,-—-p, Z,—p, ¥, Z, Xw

wo p der Druck der ruhenden Fliissigkeit bei gleichem p und T ist.
Dasselbe findet statt auch in einer rukenden reibenden Fliissigkeit,
wenn p der Druck ist, der den stattfindenden Werthen ven g und 7
entspricht. Sonst sind bei einer reibenden Fliissigkeit diese sechs
Grossen von Null verschieden. Wir nehmen an, dass sie lineare
homogene Functionen von

o 9v 0w 0y |, ow 9w , v O , 0v

oz’ oy’ o' o5 T oy’ oz T o5 oyt oz
sind, von welchen Grossen die relativen Geschwindigkeiten der Theile
eines unendlich kleinen Volumens abhéngen, und zwar Functionen,
die vom Coordinatensystem unabhingig sind. Diese Annahme er-

giebt, wenn p der Druck der ruhenden Flissigkeit bei gleichem u
und 7 ist:*®)

X.—p—2e 02 +2¢ (a,+ + 0
Y-=p——2o +2 ( 8y+?i)l;)’
Z=p—2083+2 '8z+£:+%_'§)’
Y~=—v(2':+3';’ :
Z,=— o( + % )

ou
Xy=—e (w-l-g;);

*) Die Ableitung dieser Gleichungen erfolgt ganz auf demselben Wege,
wie die Berechnung der Drucke in einem elastischen isotropen festen Kdrper
als Functionen der sechs Deformationsgrdssen. Vgl. Kirchhoff, Mechanik,
l.e. D. H,

s*
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wo ¢ und @', ebenso wie p, Functionen von g und 7' sind. (Eine
spiter zu erorternde Theorie (17. Vorlesung § 2) giebt fiir Gase
3p =X, + ¥y + Z,,

d. h.

P 1

=3 e)
Ist die Flitssigkeit als incompressibel anzusehen, so ist der Werth
von @’ gleichgiiltig und kann gleich Null gesetzt werden.

§ 3. :

Um eine weitere Differentialgleichung zu bilden, milssen wir die
Wdrmeleitung in Betracht zieben; in Bezug auf diese nehmen wir
an, entsprechend dem, was wir fiir die Warmeleitung in ruhenden
Korpern angenommen haben (8. 9), dass die Wirmemenge, welche
in der Zeiteéinheit durch ein Element ds in der Richtung seiner Nor-
male n stromt, gleich ist:

— 22T 45
on !
wo die Leitungsfihigkeit x nur von u und 7 abhiingt. Die letztere
Annahme ist eine Hypothese.

Die gesuchte Differentialgleichung werden wir erhalten, indem
wir auf zweifache Weise die Aenderung ausdriicken, welche im Zeit-
element d¢ die Energie eines beliebigen Theiles der Flissigkeit er-
leidet. *) :

Fir eine unendlich langsame Bewegung sei die Warmemenge
d0, die der Masseneinheit zugefithrt werden muss, um g um dgp, T
um d7 zu vergrossern:

d0—=— Mdu + ¢, dT,
wo C, die specifische Wiarme bei constantem Volumen ist und**)
op
M= (C, — C,) g_f
oT

*) Hierzu benutzen wir zunéichst den Satz (S. 114), dass die Energie eines
unendlich kleinen Flissigkeitstheilchens gleich ist seiner lebendigen Kraft plus
der Energie, welche das Theilchen in der Ruhe bei gleicher Dichtigkeit p und
gleicher Temperatur T haben wiirde. Die Aenderung der letzteren Eunergie im
Zeitelement d¢ ergiebt folgende Betrachtung. D. H.

aQ dQ\ (or —_
) U=—(5.).=—(ap ). (5a ), H ,
) M (d g )r (d ?)r (8 . )1' ierbei bedeutet der Index

dass T constant bleibt. Der Werth von (gg) ist identisch mit dem von X
T

auf S. 72, worin noch v —i— zu setzen und die Differentiationen auf die unab-
hiingigen Variablen p und T zuriickzufiibren sind. D, H,
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Da ferner % das Volumen der Masseneinheit ist, so ist die Arbeit,
die &ussere Kriifte bei der gedachten Veriinderung leisten, gleich

_pd(i)=£.d

Die Aenderung der Energie der Masseneinheit, wenn g um dg, T
um d7 wachst, ist daher

(— — M) dp + C,dT.

Ist also dm ein Massenelement des betrachteten Theiles, so ist die
im Zeitelement d¢ stattfindende Vergrosserung der Energie nach der
Definition der Temperatur (S. 114) gleich

oofam (3 0 (5 ) )

Dieser Ausdruck muss nun gleich sein der Summe der Arbeit, welche
die ausseren Krifte in Wirklichkeit leisten, und der gleichzeitig zu-
gefilhrten Wirmemenge. Jene Arbeit ist

dt [am(Xu + Fv + Zw) + dzfds(x,.u + Fav + Zow),

wo ds ein Element der Oberfliche, n die nach Innen gerichtete Nor-
male ist. Diesen Ausdruck gestalten wir mit Hillfe unserer Diffe-
rentialgleichungen auf S. 115 um. Wir multipliciren die dort stehen-

den Differentialgleichungen fiir u Z': , U d t y B d 7 der Reihe nach

mit udz, vdr, wdr, wo
udr =dm

ist, addiren und integriren, dann kommt
f (‘ de 4 gt ) Xu——Yv—Zw)
=fds (Xou 4 Voo + Zyw)
+fo (R G+ B Grag G+
+ 2.2+ 5) + 5 G +az))

Daraus folgt, dass jene Arbeit gleich ist:

1 d(u 4 v* 4w
dff 2+ g

dm ow v , 0w
_dff (x,aw+r,ay+z.a‘+y o+ o

+ 20+ 3+ 5, G +32))

oder, wenn man die Werthe von X,, ¥,, Z,, ¥,, Z,, X, substituir
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und die Gleichung der Continuitit:
1 dp
T oyt o= " a
benutzt, gleich

dl‘/lwziw’)dm+dtfd::p?:
+drff,:—"{o( @+2(@)+2G+ G+ 5y
GG 2 s @ B+

Die Wiarmemenge aber, welche der betrachteten Ma.sse in der Zeit
dt zugeftthrt wird, ist, wie oben:

aT
X on

oder, wenn man das Flichenintegral in ein Raumintegral verwandelt:

(606, 16H)

— dt ds

x

Setzt man nun den oben gewonnenen Ausdruck fiir die Aenderung
der Energie gleich der Summe der beiden Ausdriicke, die wir hier
fir die Arbeit der #usseren Krifte und fiir die zugefiihrte Wirme-
menge erhalten haben, und beriicksichtigt man, dass die Masse, deren
Element dm genannt ist, auch unendlich klein angenommen werden
kann, so erhilt man:

oT 87'
_M€£+c,%€=1(a(ax n ) a( )

oz ay

+5 o (2(Z:)+2( )+2( o+ G y)+(—
Gy +52))— 2 G +7y +a,)§

Das zweite Glied der rechten Seite bezeichnet man als die in der
Masseneinheit durch Reibung erzeugte W drmemenge.

Zu dieser Gleichung kommt noch die Definition, durch die wir
p in unsere jetzige Rechnung eingefiihrt haben, nimlich die Gleichung
zwischen p, u, 7, die beim Gleichgewicht besteht.

§ 4
Ferner miissen an der Oberfliche der Fliissigkeit, da, wo sie mit
einem anderen Korper in Beriihrung ist, gewisse Grenzbedingungen
erftlllt sein; wir wollen diese aufstellen.
Den anderen Korper wollen wir auch als eine Fliissigkeit be-
zeichnen; wir schliessen dadurch den wichtigen Fall nicht aus, dass
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derselbe ein starrer Korper ist; einen solchen konnen wir némlich
als eine Fliissigkeit ansehen, bei der die Grosse @, von welcher die
innere Reibung abhiingt, unendlich gross ist; ist das der Fall, so
miissen 5, 90 9w ou 'au
a__,c: W} FrR + ay’ 3a: + FIrX +

gleich Null sein, weil X,, Y,, Z, Y, Z,, X, mcht unendlich wer-
den kdnnen, widrigenfalls unendlich grosse Beschleunigungen statt-
finden milssten; es konnen also keine relativen Bewegungen in dem
Korper stattfinden.

Fir jedes Element der Grenzfliche dS, dessen in das Innere
unserer Fliissigkeit gerichtete Normale n ist, muss dann zunachst sein:*)
(u — u’) cos (nx) + (v — v’) cos (ny) + (w — w") cos (n2) =0,
wenn u’, v’, w' die Geschwindigkeitscomponenten in der anderen

Fliissigkeit bezeichnen.
Ferner muss nach dem Princip von Wirkung und Gegenwirkung

seim: X, =X, Vo=V, Z,=2Z,.

Im Allgemeinen verschwinden ¥ — ', v — v, w — w’ nicht, d. h.
es findet eine relative Geschwindigkeit an der Grenzfliche statt. Es
ist die Hypothese aufgestellt worden, dass mit diesen Grossen pro-

portional sind die Componenten nach den Achsen derjenigen Com-
ponente von (X,, Y., Z,), welche senkrecht auf n ist;**) dds giebt:

X. — (Xu cos (nz) 4 Fucos (ny) -+ Z, cos (nz)) cos (nx) = 4 (¥ — u),
¥, — (X, cos (nx) + ¥, cos (ny) 4 Zs cos (nz)) cos (ny) = 4 (v' — v),
Z, — (Xacos (nx) + ¥, co8 (ny) 4 Z, cos (nz)) cos (nz) =4 (w'— w),
wo A von den Geschwindigkeiten unabhingig ist und die sogenannte

dussere Reibung bedingt.

Weiter nehmen wir an T =T

Nun fehlt fir die Grenze noch cine Bedingung, die aus der Be-
trachtung der Energie herzuleiten ist. Wir denken uns
genau dieselbe Betrachtung wiederholt, die uns zu der ‘ .
letzten partiellen Differentialgleichung gefithrt hat, nur » \
mit dem Unterschiede, dass die Masse, deren Element a@
dm ist, zum Theil der einen, zum Theil der anderen .

Fliissigkeit angehort. Dann bleibt zundchst Alles wie
oben, indem die Integrale einfach itber beide Theile der Masse zu

*) Kirchhoff, Mechanik, Zehnte Vorlesung.

**) L. ¢. Sechsundzwanzigste Vorlesung. — Der Gesammtdruck auf die
Grenzfiiche: X, ¥, , Z, zerfillt in den Normaldruck: X, cos (nz)} X, cos (ny)
+ Z, cos (n5) und in den Tangentialdruck, dessen Componenten also durch
Subtraction der Componenten des Normaldrucks von denen des Gesammt-
druckes erhalten werden, D, H.

Fig. 10,
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erstrecken sind. Aber die durch partielle Integration oben (8. 117)
hergeleitete Gleichung

jd ld(u’+v’+w’) u__,,v_Zw)
=jds (Xt + Yov + Z,w)
(B b+
+ 2 3—':+3—‘:)+Xv B§+a7))

gilt hier nicht; um sie richtig zu machen, ist auf ibrer rechten Seite
das Glied

fas (Xa(u — W) + Pa(v — 0) + Zu(w — "))

hinzuzufiigen, wie man sicht, wenn man jene Gleichung bildet fiir
jeden der beiden Theile der betrachteten Masse und die Summe
nimmt. Der Ausdruck fiir die dussere Arbeit lautet also jetzt:

atf A GE D am a0 3

+afle ¢ <5—>+2 G+ —>+<zz- G
_ mfas (X,.(u — W)+ Falo — ") + Za (0 — w)).

Die in der Zeit d¢ zugefithrte Warmemenge ist wieder

— dt "’Tds

d oT oT T
oz’ Jy’ 0=

oT oT
dfdm (3x "( a("‘a;>
+dl‘/'dS(n~——n’aa£
Setzt man nun wieder den Ausdruck fir die Aenderung der Ge-
sammtenergie gleich der Summe der &usseren Arbeit und der zu-

gefihrten Warmemenge, so erhdlt man mit Riicksicht auf die letzte
partielle Differentialgleichung (8. 118)

oT 0T
dt.de(na—”-—-x W

=dl [dS(Xa(u — u) + Fo(v — v') + Z,(w — w")),

oder, da“u un
konnen:

an der Fliche S Spriinge erleiden
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also, da diese Gleichung fiir jedes Element dS gelten muss:

x%%-—x'%i—v= w(t —u) 4 Fo(v — v') + Z,(w — w')
und nach 8. 119: ,

x2 m— A(w— ) = o)+ (0 — ).
Dieser Ausdruck, negativ genommen, ist die Wirme, welche in der
Einheit der Zeit und der Fliche durch die ,dussere Reibung® erzeugt
wird und welche nach beiden Seiten hin abfliesst.

Ist A =00, 80 sind ¥4 —u’, v —v’, w— w’ gleich Null und
zwar 80,'dass A(u — '), A(v — v’), 4(w — w’) nicht unendlich sind,
da X,, ¥, 2,, ¥,, Z., X, endlich sind; hiernach ist

A((w—u) 4 (@ —0v)4 (w—w))=0,
und die Reibungswirme verschwindet, ebenso wie fiir 4 = 0.
Der Natur der Sache nach sind die entwickelten Gleichungen ver-
wickelter, als die entsprechenden der reinen Mechanik, die auf
Temperaturinderungen keine Riickeicht zu nehmen haben. Es ist
die letzte partielle Differentialgleichung und die letzte Grenzbedingung,
welche hier die grossere Complication herbeifiihren.

§ 5.

Eine grosse Vereinfachung tritt ein, wenn man die Warme-
leitung und die Reibung vernachlissigen, also x, ¢, ¢’, 4 gleich
Null setzen darf,*) was in manchen Fillen néherungsweise erlaubt
ist. Die letzte partielle Differentialgleichung (8. 118) giebt dann

— Mdp + C,dT = 0;
das ist die Differentialgleichung der adiabatischen Beziehung zwischen
¢ und T; hat man sie integrirt und zieht man hinzu die Gleichung
zwischen p, u, T, die fiir die Fliissigkeit gilt, so reduciren sich die
drei Unbekannten p, u, T auf eine, etwa u. Die Gleichungen sind
dann von derselben Form, wie in der reinen Mechanik; nur die Be-
ziehung zwischen p und p ist eine andere, als wenn 7' sich nicht
dnderte; die Aenderungen von T sind zu berechnen aus denen von .

Einige hierher gehorige Fille wollen wir betrachten. Zu weiterer

Vereinfachung nehmen wir an, dass ein Geschwindigkeitspotential ¢

existirt, dass also P
L
oz’
=29
oy’
29

W= 5=

o8

u

v

*) Mithin auch:
Xy=Y,=2Z,=p, Y =2 ,=X =0 D. H.
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Setzt man ausserdem noch voraus, dass keine #ussere Krifte wirken,
so folgt dann, wenn man in den drei Gleichungen S. 115 setzt:

d 3
;= at+“ z 0 a:’
do

dat _+ +”ay+wa,l
dw

at+ 6a:+v +“’as
0 2 1
e tulm vl tw 420,

u oz
00 o0v ov ov 1 0p .
W+"5;+”“+""a7+;'z‘y =0
2 aw 10
a'§+uaz+v +w af =0,

Fihrt man hier das Geschwmdlgkeltspotentlal ein, multiplicirt mit
dz, dy, dz, addirt und integrirt dann, so ergiebt sich:

o=f2+%+3 G0+ G+ D)

und, wenn weiter der Zustand ein stationdrer ist:
2 e\t
f ) + ( ) + (;Z ):

wofiir wir schreiben
‘dp 1 ,,,
0 =J L4y
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Ausstrdmen eines Gases in Form eines Strahles, — Untersuchung des stationiiren
Strahles in der Nihe der Ausflusssffnung, speciell fiir atmosphiirische Luft. —
Ausstrdmen eines Gemisches von Fliissigkeit und ihrem Dampf. — Tabellen von
Zeuner fir Wasserdampf. — Strdmung von Fliissigkeit aus einer engeren in
eine weitere conaxiale lange Rhre, die urspriinglich mit ruhender Flissigkeit
angefiillt war. — Stationfirer Zustand an den Enden der weiteren Rohre. —
Einfihrung vereinfachender Niherungsannahmen, — Beispiele fiir Wasserdampf
und Wasser. — Specielle Fiille,

§ 1.,

Von den in der vorigen Vorlesung entwickelten Gleichungen
wollen wir zunichst eine Anwendung machen auf den Ausfluss einer
Fliissigkeit aus einem Gefisse. :

Wenn Wasser aus der Oeffnung eines Gefasses ausfliesst, so bildet
sich bekanntlich ein Strahl; es ist dieser anfangs ganz zusammen-
hiingend, dann trennen einzelne Tropfen sich ab, endlich zerfillt er
ganz in Tropfen. Ganz Aehnliches findet statt, wenn Luft aus einem
Gefiisse, in dem sie verdichtet ist, in die Atmosphire tritt; man sieht
den Strahl, wenn man etwa Rauch dem verdichteten Gase beigemengt
hat; nur eine Tropfenbildung giebt es hier nicht; an ihrer Stelle
zeigt sich hier Folgendes: in einiger Entfernung von der Ausfluss-
offnung treten Theile des Strahles in die #ussere Luft und Theile
dieser in den Strahl; an der Oberfliche dieses bildet sich eine leb-
hafte Wirbelbewegung, die die #ussere und die innere Luft vermischt,
den Querschnitt des Strahles vergrdssert und seine Grenze unbestimmt
macht. Diese Wirbelbewegung greift, je weiter man auf dem Strahle
fortgeht, mehr und mehr um sich nach Aussen und nach der Achse
desselben; der Querschnitt wird immer grosser, die Grenze immer
unbestimmter, zugleich der Rauch immer verdiinnter und die Ge-
schwindigkeit immer kleiner; in einem gewissen Abstande von der
Ausflusséffnung ist von dem Strahle nichts mehr wahrnehmbar,

Diese Veriinderungen des Strahles sind eine Folge der Reibung;
ohne diese wilrde Geschwindigkeit und Querschnitt desselben unge-
andert bleiben und eine Vermischung desselben mit der &usseren
Luft gar nicht stattfinden. Andererseits iibt die Reibung ihren Ein-
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fluss vorwiegend gerade da aus, wo die urspriinglich ruhende und
die lebhaft bewegte Luft sich mit einander vermischen, und wir
konnen, niherungsweise richtig, annehmen, dass im Gefisse und vor
der Ausflussffnung, da, wo der Strahl noch scharf begrenzt ist, keine
Reibung stattfindet. Das wollen wir thun; wir wollen ferner an-
nehmen, dass in dem genannten Raume die Wirmeleitung unmerklich
ist und dass vor dem Freimachen] der Oeffnung die Luft tberall
ruhte; dann giebt es in dem bezeichneten Gebiete ein Geschwindig-
keitspotential ¢, da es urspriinglich eines gab (welches . gleich Null
oder constant war). Ferner wollen wir annehmen, dass die Bewegung
als eine stationdre angesehen werden kann und dass in einem Theile
des Gefisses die Geschwindigkeit verschwindend klein ist; hier sei
der Druck gleich p,. Die #ussere Luft in der Nihe der Mtndung
ruht, wie Versuche mit einer Lichtflamme gezeigt haben; hier sei
der Druck gleich p, < p,. Es sei ¥, die Geschwindigkeit in irgend
einem Punkte der Oberfliche des Strahles da, wo eine scharfe Ober-
fliche noch existirt; dann giebt die vorausgeschickte Gleichung
Py
Lramfir
} £

Dabei gilt zwischen p und g nach 8. 121 die Beziehung, die immer
zwischen ihnen bei einem Gase besteht, welches ohne Zufuhr oder
Entziehung von Wirme sein Volumen in umkehrbarer Weise @ndert.
Brauchen wir das friihere Zeichen fiir das Volumen der Masseneinheit:

V= —

w?

so ist, wenn das Gas ein ideelles ist, nach 8. 75
1
v A
== ()
wo fiir atmosphirische Luft y = 1,41 ist: also

1 1 ( 1
1 PRy
3 Vo= vd?=vm'jl’ Tdp
& %

1, 71 71
Y 14
=y=1 up, (I’: " —p, )
r—1

~ o (1-®7)-

Fir die Temperatur 7 gilt dabei:

y—1

T, _ r;-‘)_'_.
T, P

Also, da y > 1: T, < T,
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Da, wo die Geschwindigkeit zerstort ist, ist die Temperatur wieder 7,
vorausgesetzt, dass dieses auch die Temperatur der #usseren Atmo-
sphire war; durch Reibung ist die lebendige Kraft in Warme um-
gesetzt.

Thomson und Joule erhielten diese Abkiihlungen, indem sie ein
Thermometer seitwiirts an die Ausflusséffnung brachten; niamlich fiir

P, =1 Atmosphire,
=84 49 2,1 Atinosphiiren
Abkiihlung = 13°4 1003 598 C,

dagegen fanden sie die Erwirmungen
2307 1792 4952 C,

indem sie das Thermometer in einer Rohre gerade iiber die Oeffnung
brachten. Der Finger, welcher die Oeffnung zuzuhalten sucht, em-
pfindet starke Hitze, wibrend das Metall, in dem die Oeffnung ist,
sehr kalt ist. Diese TemperaturerhGhungen sind theilweise wohl Folge
der Reibung, aber nicht allein; denn an einem Theile des Fingers
ist ¥ e=0; also p = p, und T = T,, wenn keine Leitung und keine
Reibung stattfinde; von der Wand an der Oeffnung hat aber die
abgekiihlte Luft durch Leitung Warme aufgenommen und erwirmt
sich daher bis iiber die urspriingliche Temperatur bei der Compression
am Finger. .

Ist die Oeffnung nur klein, so kain man p und daher auch 7
im ganzen Strahl als constant betrachten da, wo dieser cylindrisch
ist. Ist f die Fliche des Querschnittes, so ist daher das in der
Zeiteinheit bei p, und 7, austretende Luftvolumen gleich

. . Vi
die Masse hiervon ist
1Vs
v’ )
d. h.
1T p
4 V, v Ty p’

wo fir 7, und % ihre obigen Werthe zu substituiren sind. Es ist
2

/ nicht die Fliche der Oeffnung, sondern wegen der Contraction des
Strahles kleiner als diese.

§ 2.
Wir betrachten nun das Ausstromen eines Gemisches von Fliissig-
«keit und ihrem Dampf. Auch hier gilt die Gleichung
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wo zwischen v und p die ,adiabatische Gleichung® des Gemisches
besteht. Wir kdnnten das hier vorkommende Integral aus der frither
aufgestellten Gleichung der adiabatischen Linie berechnen; wir finden
es aber in passender Form bequemer auf folgendem Wege. Wir
konnen, um es zu finden, die Bewegung gleich Null setzen, da die
Bezichung zwischen v und p von der Bewegung unabhingig ist;
dann ist nach S. 95 die Energie der Masseneinheit des Gemisches in
der dort gebrauchten Bezeichnung, wenn noch ¢ vernachlassigt wird:

G=[caT +(1 32 —p)sz,
wobel
S = V.

Wird keine Wérme zugefiihrt, so ist aber:

U——fpdv.

Also, wenn wieder r die latente Verdampfungswiirme bedeutet:

——fpdv-=f0dT+rx-—pv.

Dies ergiebt durch Differentiation:
— pdv = Cd T+ d(rz) — d(pv)
oder:
0=CdT + d(rx) — vdp,
die adiabatische Bedingung.
Setzt man hierin:

vdp = 7 d7,

so folgt ca
T rz
0="7-+4(7),
d. h.
re cart
T=—J) 7T

woraus x als Function von 7 zu berechnen ist.
Es hat Zeuner fiir Wasserdampf Tabellen berechnet, mit deren Hillfe

man hiernach ﬁdp, also auch V, findet, wenn p,, p,*) und z, ge-

P
gegeben sind; dabei findet man dann auch z,. Ist im Kessel reiner
Wasserdampf, also &, = 1, so enthilt der austretende Dampf flissiges
Wasser, d. h. @, < z,. (Vgl. S. 91.) Nach Zeuner ist die Er-
scheinung, die der Strahl dann zeigt, diese: an der Ausfluss6ffnung
zeigt sich ein genauer Kegel; das ist der mit Wasser vermischte
Dampf. Schon in der Nihe der Oeffnung mischt sich mit dem Strahle

*) Dadurch unmittelbar auch T,, T,. D. H.
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die @ussere Luft. Diese iibt einen doppelten Einfluss aus; sie entzieht
dem schon an der Oeffnung auf 100°*) abgekithlten Dampfe Warme
und befordert dadurch das Tropfbarwerden; auf der anderen Seite
vergrossert sie das Volumen und erregt durch Reibung Wéarme; da-
durch befordert sie die Verdampfung. Der Beobachtung zufolge
ilberwiegt in missiger Entfernung von der Oeffoung die zweite
Wirkung; alles Wasser verdampft hier, der Strahl ist vollkommen
durchsichtig und man kann ungestraft die Hand in ihn halten; in
gewisser Entfernung wird die erste Wirkung iiberwiegend,. es bilden
sich wieder Nebel, die aber in noch grosserem Abstande von der
Oeffnung wiederum aufgeldst werden. :

"Zeuner hat die Ausflussgeschwindigkeiten ¥, und die Ausfluss-
mengen

Bl (8. 125)
2

nach den entwickelten Formeln berechnet fiir die Fille, dass reiner
Wasserdampf und dass reines Wasser zum Ausfluss gelangt, und
dass p, = 2, 3, ... 14 Atmosphiren ist. Fir reines Wasser ergiebt
sich das iberraschende, aber mit der Wirklichkeit, wie es scheint,
tibereinstimmende Resultat, dass die Ausflussmenge fiir alle jene
Werthe von p, fast gleichen Werth hat, wahrend ¥, auf etwa das
doppelte steigt. Das liegt daran, dass an der Oeffnung immer eine
Dampfbildung stattfindet, die um so reichlicher ist, je grosser p, ist.

§ 3.

Wir wollen jetzt noch einen verwickelteren Fall des Ausflusses
einer Flissigkeit betrachten, bei dem wir zu den schon bei dem
fritheren Falle benutzten Annahmen noch neue hinzufiigen milssen.
Aus der Miindung 4 einer Rohre trete ein Strahl von Fliissigkeit

in urspriinglich ruhende Fliissigkeit derselben Art. Ueber die Rohre
sei eine zweite weitere, an beiden Enden offene Rohre geschoben;
finde keine Reibung und keine

Wirmeleitung statt, so wiirde Te. 1.

der Strahl ungeéndert fortgehn o g I

und die Fliissigkeit in dem wei- — 3 o
teren Rohre ruhend bleiben. In ! \ J

Folge der Reibung breitet aber z

der Strahl sich aus, mischt sich mit der umgebenden Flissigkeit und
reisst einen Theil dieser mit sich fort; durch das Ende B muss daher
(wir betrachten nur den stationdren Zustand) Flissigkeit angesaugt
werden. Wir wollen nun annehmen: erstens, dass in einigem Abstand

*) Da py =1 Atmosphi#re. D. H,
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von 4 die Wirbelbewegungen, welche bei der Vermischung stattfinden,
durch die Reibung vollstindig erloschen sind, und dass hier die
Theilchen iiberall mit gleicher Geschwindigkeit parallel der Achse
sich bewegen; zweitens, dass an den Rohrenwandungen #iberall keine
Reibung stattfindet, d. b. dass jeder Theil dieser einen senkrechten
Druck erleidet.

Mit Hiilfe dieser Annahmen werden wir iiber die Bewegungen
in den Enden der weiteren Rohre Aufschluss erhalten kdnnen, obwohl
wir die Vorgiinge in dem zwischenliegenden Raume, da wo die Ver-
mischung stattfindet und die Reibung ihren Einfluss iibt, zu ermitteln
ausser Stande sind. Wir ziehen zunichst aus den Differentialglei-
chungen der Bewegung die Schliisse, die zu diesem Aufschluss fihren.

Aus der Continuititsgleichung des stationéren Zustandes:

0(nw) 8(1w) a(nW)
ox +

folgt durch Multiplication mit dx dy dz und Integration
fds @ (u cos(nx) + v cos(ny) + w cos(nz)) = 0.

Diese Gleichung sagt aus, dass die Masse in dem von der Fliche s
begrenzten Raume ungeiindert bleibt. Es sei die Achse der Rohre
die x-Achse; dann folgt hieraus, wenn 0, 1, 2 sich auf die in der
Figur bezeichneten Querschnitte ¢*) beziehen,

Qolothy + &1 By ¥y = Galir ¥y (1)
Die erste der anderen Differentialgleichungen (S. 115) schreiben wir
(indem wir keine Massenkrifte als wirksam annehmen)

ol +ul) + 7+ S B o
wo X,, X,, X, die, wesentlich durch die Reibung bedingten, Druck-
componenten sind; wo Reibung nicht stattfindet, ist
X, =X, =0,
Xz =p. .
Diese Gleichung multipliciren wir mit dz dy dz, integriren und be-
riicksichtigen, dass:

3(#“) +3(!“’) +9(4ua)

1

wir erhalten dann
fds pu (ucos (nx) + v cos (ny) - w cos (n 2))

+‘/.ds (X= cos (nx) 4 X, cos (ny) + X, cos (n2))=0,
welche Gleichung einen der Schwerpunktssitze ausdriickt. Wenden

*) g, der Querschnitt der engeren, g, der der weiteren Rdhre, g, ihre Different,
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wir sie auf denmselben Raum, wie die frithere, an und nennen
Po» Py, p, die Drucke in den Querschnitten ¢,, ¢,, ¢,, 80 kommt:¥)

Qobhoto? + 43 By 2 — Qoo + ¢opy + @10 — G297 = 0. (2)

Die enge Rohre komme aus dem Dampfraum eines Kessels, die weite
fubhre in den Wasserraum eines zweiten Kessels und miinde anderer-
seits in ein mit kaltem Wasser gefiilltes Reservoir; die Drucke in
dem Reservoir und in den Kesseln, da, wo die Geschwindigkeit Null
ist, seien py, p,, p,. An der Einflussoffnung im zweiten Kessel ist
der eintretende Strahl mit ruhender Flissigkeit in Beriihrung, wie
ein Strahl, der in die freie Atmosphire tritt; daraus folgt:

Py =p,. 6))
Die Betrachtung des Strahles vor A4 ergiebt, wenn man der Einfachheit
wegen die Dicke der Wand der inneren Rohre vernachlissigt, wobei

0%+ 9 =4q,
wird**), o
P =0, 4)

Hierzu kommen endlich die Gleichungen

Uy P

W [l ®)

2’

Diese sechs Gleichungen reichen aus, um bei gegebenen p,, p,, p,,
4oy 4y ¢, die sechs Unbekannten ug, u,, u,, p,’, p,’, p,” zu bestimmen,
vorausgesetzt, dass die Beziehungen zwischen p und p, die der Bildung
der beiden letzten Gleichungen zu Grunde zu legen sind, bekannt
sind. In unserem Beispiel ist fiir die vorletzte Gleichung diese Be-
ziechung die adiabatische, fiir die letzte Gleichung ist g =1 zu
setzen, wenn man die kleine thermische Ausdehnung des Wassers
vernachlassigt.

§ 4.

Ist die Temperatur dgs Wassers im Reservoir nicht zu hoch, so
wird aller Dampf in dem weiteren Robr condensirt; dann ist g, =1 und
Uy q,
ist die Masse des in der Zeiteinheit in den zweiten Kessel gefiihrten

Wassers.

*) Die auf die RShrenwand beziiglichen Integrale sind gleich Null. D. H.
**) Genauer genommen ist unmittelbar an der Ausflussoffnung der Druck
in der engen Rohre gleich dem in der weiten Réhre. D. H.
Kirchhoff, Theorie der Wiarme. 9
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Setzen wir also .
o =ty =1
und nach den Gleichungen (3), (4) und (6)
: P =P, .
P =p =p, — .:_o‘
und benutzen, dass
%+ ¢ =12,

so werden die Gleichungen (1), (2) und (5)

Gothy + €3 14Uy = ¢, %,,

qo—-;_qi U + g4 — Gu,° = ¢, (p, "‘.Po),

w _ [
2 3
Po_‘T’
Aus diesen drei Gleichungen sind u,, u,, u, zu berechnen. Man
- kann dieselben nur durch ein successives Verfahren auflosen. In
vielen Fillen wird das folgende zum Ziele fithren. Man nehme als
Néherungswerth u, = O an, bestimme aus der dritten Gleichung u,,
aus der ersten u,, dann aus der zweiten u,; mit diesem Werthe von
u, wieder aus der dritten u,, aus der ersten ‘u, u. s. w.
Ohne auf den schon genannten Fall, dass aus dem ersten Kessel
Dampf ausstromt, ndher einzugehn, wollen wir bei dem viel ein-
facheren Falle verweilen, dass kaltes Wasser aus ihm ausfliesst, so

dass auch
p#y = 1.

(Das wird niherungsweise auch gelten bei Gasen, weon die Druck-
unterschiede nur klein sind, wie z. B. bei der Bunsen’schen Lampe.)
In diesem Falle wird die letzte und die vorletzte Gleichung:

2 u'
Po“”“";‘=p1_‘2!‘r

2 2
%0 (u"‘z' + Po) +a (“’;— + Pl) = ¢, (%,* + o).
Driickt man hiermit %, und u,?> durch %, aus, so wird die Gleichung

Qoth + €1ty = 0%,
eine quadratische Gleichung fiir u,2. Hat diese Gleichung keine
positive Wurzel, so ist dies ein Zeichen, dass eine Bewegung, wie
wir sie angenommen haben, nicht moglich ist. Aber es kann auch
der Fall eintreten, dass einer reellen Losung unserer Gleichungen,
bei welcher u,, u,, u, positiv sind, keine mogliche Bewegung ent-
spricht, wie sich aus folgender Ueberlegung ergiebt. Wir haben die
Krifte der Reibung eliminirt, die in dem Theile der weiteren Rohre,



Vereinfachende Niherungsannahmen. 131

in dem die Mischung stattfindet, wirksam ist; thatséchlich kann die
Arbeit dieser Krifte nur negativ sein*), wihrend unsere Formeln
sie auch positiv ergeben konnen. Der Ausdruck dieser Arbeit ist
nach dem Satze von der lebendigen Kraft, angewandt auf die Grene-
flichen, in denen die Geschwindigkeiten unendlich klein sind **¥),

P2qaUy — PoQoth — P191% 5

eine nothwendige Bedingung dafiir, dass eine Bewegung unseren
Gleichungen gemiss moghch ist, ist die, dass dieser Ausdruck sich
negativ ergiebt.

§ 5.
Wir wollen nun unsere Gleichungen noch auf ein paar einfache
Fille anwenden. Nehmen wir zuerst an, es sei

u, = 0;

das ist der Fall, wenn die weitere Rohre hinten geschlossen ist;
dann ist p, nicht von vornherein gegeben; aus Fig. 1.

der drittletzten Gleichung folgt vielmehr: _—E————“

u,? 7 2
Po=py — T' b |
die vorletzte wird mit Benutzung hiervon, und weil ¢, 4+ ¢, = ¢,:
P—py= BT UM gy,
Hieraus und aus der Gleichung

g Uy = G4,

folgt
2 2
5= —p) —%—q—n
2
%=(pl P,) a+qn
ferner

. 2
P2 — Po = (Py — p,) qoz?:_%i :

Diese Losung ist immer reell, und der Verlust von Arbeit durch die
Reibung ***) positiv, falls p, > p, ist. Die Linge der #usseren Rohre
ist gleichgiiltig, nur muss sie so lang sein, dass in ihr die Mischung
sich vollendet, und so kurz, dass an ihrer Wand die Reibung sich

*) D. h. die Reibung bewirkt nothwendig Vernichtung von lebendiger

Kraft. D. H.

**) D. h. gleich und entgegengesetzt der Arbeit, welche die #usseren Drucke
Doy Py, De in der Zeiteinheit an dem ganzen System leisten. Hierbei ist benutzt,
dass wegen p =1 das Product qu fiir jeden Strom constant ist, auch wenn u
unendlich klein wird. D. H.

**%) = (P4 — Dy) . ©1% nach der Schlussbemerkung des § 4. D. H.

9.
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nicht merklich macht. Ist ¢, gegeben, und bestimmt man ¢, so, dass
die Ausflussmenge aus der weiteren Rohre:
92 YUy
ein Maximum wird, so findet man
Q=9
und ° '
Py — Py =Py — Py
Ein zweiter Fall, den wir untersuchen wollen, ist der, dass
Dy = Po;
bei der Bunsen’schen Lampe findet das statt. Man setze

u2 = 23(?1 —po) q;g' ’

wobei dann nach den beiden Gleichungen S. 130 unten:

2
__(&_Lo) Rz gq, — 24,0,

2
u? = (—p';,sL") Crgyqy + 92 — ¢,)

wird, und setze ferner

2
U =

dann erhilt man aus:
Qot + @18 = @ %,
fir o die quadratische Gleichung
x2 (1 —'6a+ o) —22(2 —3a — 4+ %+ 2+ a—a?)?=0
und

2 - (1
ut = 2(p, — p) 2EZLE),

2ar4+1—at
O "y

u,? = 2(p, — p,) '(%'

u?=2(p,—p

Nehmen wir an, dass e unendlich klein ist; dann wird die quadra-
tische Gleichung unter Vernachlissigung der Gheder welche gegen «
unendlich klein sind:

22— 222+ 9a) + 4+ 28a =0,

d. h.

z=2+4 9a¢ +V8a.
Nur die Wurzel mit dem wunferen Zeichen ist brauchbar, da nur sie
der Gleichung®)

wy + eu, = (14 a)u,

bei positiven Werthen von u,, u,, u, geniigt. Es ist nimlich fir sie

*) D. h. g%, 4+ q,%, = qeu,. D. H.
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u? =2(p, — p) 2a(l —¥/8a)
u?=2(py —p) (1 + 22)
Uyt == 2(p; — po)2a (1 — ) 2¢a)

4 =V2(p,—p) (V2z—2q)

w=V2(p, —p)) (1+0)

U, =y2(p,—p) WV2e¢—a)
Die Bedingung 8. 131

g 4+ Do (9% — 92%) >0
(py — po) 44y > 0,

also erfillt, da p, > p, ist.
Das Verhiltniss %;2’ wird == % :—‘: und nach den obigen Werthen

7/
/

-_—1/%.

also

ist:
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Atome und Molekiile. — Kinetische Theorie der Gase. — Zusammenstoss_zweier
Molekiile. — Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. — Die beiden Hauptsatze
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, — Beispiele. — Vertheilung einer grossen
Anzahl von Molekiilen in der Volumeneinheit. — Vertheilung der Geschwindig-
keiten in einem ruhenden Gas. — Gesetz von Maxwell. Erster Beweis.

§ 1

Wir haben bis jetzt die Begriffe, auf welche die Wirmeerschei-
nungen gefiihrt haben: die Begriffe der Temperatur und der Wdrme-
menge als selbstindige aufgefasst, d. h. als solche, die nicht auf die
Begriffe der Mechanik zurfickfithrbar sind; und, wie wir im Eingange
dieser Vortrige gesehen haben, missen wir das, wenn wir die Vor-
stellung festhalten wollen, dass die Materie die Korper stetig erfiillt
und die Bewegung in ihnen von Punkt zu Punkt stetig sich #@ndert,
wie es der Fall zu sein scheint. Dabei bleiben die Beziehungen
zwischen Bewegungen und Temperatupiinderungen, die stattfinden:
die Verwandlung von Warme in Arbeit und umgekehrt, unerklarlich.
Diese Thatsachen haben naturgemiiss das Streben erweckt, die Warme-
erscheinungen als auf Bewegungen beruhend aufzufassen und die
Vorstellung von der Stetigkeit der Materie aufzugeben. Es giebt
eine uralte Vorstellung von der Beschaffenheit der Korper, welche
die Grundlage der Betrachtungen bilden konnte: die Vorstellung,
dass die Korper aus Atomen oder, wie man jetzt gewohnlicher zu
sagen pflegt, aus Molekiilen bestehen. Das sollen einzelne Kérperchen,
getrennte Individuen, sein, von denen in dem kleinsten Raume, den
wir wahrnehmen konnen, eine unzihlbare Menge sich befindet; alle
diese haben die verschiedensten Bewegungen in demselben Augen-
blicke. Die Hypothese, dass solche Molekiile existiren, ist fiir sich
allein offenbar nicht ausreichend, um zu einer Theorie zu fiihren, die
die beobachteten Erscheinungen darstellen soll; es miissen noch
weitere Annahmen gemacht werden iiber die Eigenschaften der Mole-
kiile, ihre Anordnung, ihre Bewegung, die Kriifte, die sie auf ein-
ander ausiiben, Geeignete Annahmen dieser Art zu finden, ist nicht
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leicht, einmal, weil der Sprung von den Erscheinungen zu den Mole-
kiillen ein so grosser ist; dann, weil bei allen Annahmen, die man
machen kann, es sehr schwer ist, sie durch strenge mathematische
Schliisse zu verfolgen. Dennoch ist es gelungen, eine Theorie auf
der bezeichneten Grundlage aufzustellen, welche viele Eigenschaften
der Gase in befriedigender Weise darstellt und einen werthvollen
Leitfaden bei der weiteren Untersuchung dieser Eigenschaften ab-
giebt. Man muss dabei freilich oft zu Betrachtungen greifen, die in
Bezug auf Strenge manches zu wiinschen iibrig lassen. Wir werden
dabei zunichst die Dimensionen der Molekiile als unendlich klein
gegen alle Léngen, die sonst in Betracht kommen, annehmen, die
Molekiile also als Punkte betrachten, die bei demselben Gase gleich-
artig sind; je zwei Molekiile sollen eine Anziehungs- oder Abstossungs-
kraft auf einander ausiiben, die bei wachsender Entfernung abnimmt;
auch die niichsten Molekiile sind aber der Regel nach so weit von
einandgg entfernt, dass die Kraft, mit der sie auf einander wirken,
sich nicht merklich macht; nur ausnahmsweise kommen zwei ein-
ander so nahe, dass das der Fall ist; einen solchen Vorgang wollen
wir eine Collision, einen Zusammenstoss nennen; der Regel nach be-
wegt sich daher, wenn keine fremden Kriifte wirksam sind, ein jedes
Molekiil in gerader Linie mit gleichbleibender Geschwindigkeit; bei
einem Zusammenstoss mit einem anderen #dndert sich in sehr kurzer
Zeit die Grosse und die Richtung seiner Bewegung.

§ 2.

Die Erscheinungen, die beobachtet werden kdnnen, hdngen picht
ab von der Bewegung eines einzelnen Molekiils, sondern nur von
gewissen Mittelwerthen; solche Mittelwerthe werden wir daher auf-
zusuchen haben und unsere Betrachtungen werden eine gewisse
Aehnlichkeit besitzen mit denen der Statistik, in der es sich auch
immer um Mittelwerthe handelt, z. B. um die mittlere Lebensdauer
der Menschen iiberhaupt oder gewisser Menschenklassen, In der
Statistik ist oft die Rede von der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses;
den Begriff der Wahrscheinlichkeit wollen wir auch hier einfiihren,
theils um den Ausdruck zu kiirzen, theils um das Verstindniss zu
erleichtern durch Ankniipfung an Vorstellungen, die, wenigstens theil-
weise, schon aus dem gewohnlichen Leben bekannt sind. Im gewdhn-
lichen Leben spricht man von der grosseren oder geringeren Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses, ohne diese durch eine Zahl anzugeben ;
in der exacten Wissenschaft ist eine Wahrscheinlichkeit immer eine
Zahl, und zwar ein echter positiver Bruch, der um so mehr der Eins
sich ndhert, je ndher die Wahrscheinlichkeit der Gewissheit kommt,
und um so mehr der Null, je ndher die Wahrscheinlichkeit der Un-
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moglichkeit kommt. Man bezieht hier diesen Begriff stets auf eine
grosse Zahl von vergleichbaren Fillen, in denen ein gewisses Er-
eigniss theils eingetreten, theils nicht eingetreten ist, und versteht
unter der Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses die Zahl der Fille,
in denen es eingetreten ist, dividirt durch die Gesammtzahl der Fille;
je grosser dieser Bruch ist, um so sicherer kann man darauf rechnen,
dass auch in der Zukunft unter gleich bleibenden Verhiltnissen das
betreffende Ereigniss eintreten wird. Dass dieser Bruch einer be-
stimmten Grenze sich ndhert, je grosser man die Zahl der Fille, die
in Betracht gezogen werden, wihlt, ist eine Voraussetzung, die er-
fiillt sein muss, wenn der Begriff der Wahrscheinlichkeit anwendbar
sein soll, d. h. wenn die Erscheinungen, um die es sich handelt, so
zu sagen, statistisch begreiflich oder darstellbar sein sollen.

Denken wir uns, um ein sehr gebriuchliches Beispiel anzufiihren,
einen Spielwiirfel, mit dem eine sehr grosse Zahl von Malen geworfen
wird. Ist der Wiirfel richtig, so wird jede von den sechs Zahlen
nahe gleich oft oben zu liegen kommen; bei 600 Wiirfen wld jede
Zabl nahe 100 mal, bei 6000 Wiirfen nahe 1000 mal geworfen werden.
Wire das nicht der Fall, kime z. B. die Eins erheblich hiufiger oben
zu liegen, als die anderen Zahlen, so wilrden wir sagen: der Wiirfel
ist nicht richtig; wir wiirden etwa vermuthen, dass der Schwerpunkt
von der mit Eins bezeichneten Seite weiter entfernt wire, als von
den ibrigen, und dass die Eins deswegen vorzugsweise erschiene,
weil der Schwerpunkt den tiefsten Ort einzunehmen bestrebt ist. Die
Wahrscheinlichkeit, mit einem richtigen Wiirfel eine gewisse Zahl

zu werfen, ist also gleich %-

§ 3.

Es sind hauptsichlich zwei Sitze, die bei der Wahrscheinlich-
keitsrechnung fortwahrend gebraucht werden. Der erste, der un-
mittelbar und ausschliesslich auf der Definition der Wahrscheinlich-
keit beruht, lautet: Sind 4 und B zwei sich ausschliessende Ereignisse
und « und B respective ihre Wahrscheinlichkeiten, so ist « 4 g die
Wahrscheinlichkeit, dass 4 oder B eintritt. Die Wahrscheinlichkeif,
mit einem Spielwiirfel eine Eins- oder eine Zwei zu werfen, ist

1
also 3

Der zweite Satz bezieht sich auf das gleichzeitige Eintreten zweier
unabhdngiger Ereignisse und enthiilt die Definition fiir die Unabhdngig-
keit zweier Ereignisse. Er lautet: Sind 4 und B zwei von einander
unabhéngige Ereignisse, « und f ihre Wahracheinlichkeiten, so ist
af3 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie zusammen eintreffen. Es
sei namlich n die Gesammtzahl der zu betrachtenden Fille; in an
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Filllen tritt dann 4, in Bn Fillen B ein; in jenen an Fillen ist,
wenn A und B von einander unabhingig genannt werden, B
Ban mal eingetreten; es ist also 4 und B zusammen «fn mal ein-
getreten, und das spricht der Satz eben ans. Die Wahrscheinlichkeit,

1. bei 3600 Wiirfen wird

mit 2 Wiirfeln zwei Einsen zu werfen, ist 367

das nahe 100 mal geschehen.

§ 4.

Wir wollen diese Betrachtungen noch etwas ausdehnen und dann
eine Anwendung unserer Resultate auf den Gleichgewichtszustand
eines einfachen Gases machen, auf welches keine #usseren Krifte
wirken.

Man denke sich ¥ Spielwiirfel, deren jeder (statt sechs) a Seiten
hat. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem derselben eine bestimmte

seiner Zahlen, etwa 1, zu werfen, ist dann —:;- Die Wahrscheinlich-

keit, bei einem Wurfe mit allen Wiirfeln keine 1 zu bekommen, ist¥)

(1—%)".........(1)

Die Wahrscheinlichkeit, mit einem bestimmten Wiirfel 1, mit allen
anderen keine 1 zu bekommen, ist

N1
L(]_l) :
a a

die Wahrscheinlichkeit, tberhaupt eine 1 und nicht mehr zu er-

halten, ist**) .
1 1\¥-1
FE-HT e

Die Wahrscheinlichkeit, mit einem bestimmten Paare zwei 1, mit
allen anderen nicht 1 zu werfen, ist

(&) (1=2)"

N.(N—1)

1.2

Paare giebt, ist die Wahrscheinlichkeit, #iberhaupt zwei 1 und nicht
mebr zu werfen,

also, da es

').Nach dem zweiten der oben angefiihrten S#tze, da die Wahrscheinlich-
keit, mit einem einzigen Wiirfel keine Eins zu werfen, gleich 1 — % ist. D.H,

**) Nach dem ersten der oben angefiihrten Sitze, da der erwartete Fall
durch N sich ausschliessende Ereignisse (indem die Eins bei irgend einem der
N Wirfel erscheint) zu Stande kommen kann. Die folgenden Beispiele sind
ganz analog behandelt. D. H.
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() (-

Offenbar ist ebenso die Wahrscheinlichkeit, {iberhaupt drei 1 und
nicht mehr zu werfen,

N (N—l) (N—-2) ) (1__L)"_3
a

u. 8. f,
Die Wahrscheinlichkeit endlich,*mit allen ¥ Wiirfeln gleichzeitig

1 zu bekommen, ist*)
N
(%) . P (n + 1)

Die Summe aller dieser Ausdriicke (1) bis (n 4 1) ist, wie es sein

muss, gleich .
1 1
(; +1— Z) -1

Diesen Ausdriicken kann auch eine andere Bedeutung gegeben wer-
den; sie erlauben ndmlich eine Anwendung auf die Frage, die uns
beschiiftigt.

Die Einheit des Volumens des Gases denken wir uns in a gleiche
Theile getheilt und nehmen an, dass ¥ Molekiile in der Volumen-
einheit sich befinden und dass es fiir jedes gleich wahrscheinlich ist,
in einem oder einem anderen der Theile zu liegen; jene Ausdriicke
geben dann die Wahrscheinlichkeiten dafiir an, dass in einem be-
stimmten der a Theile O, 1, 2, 3 . ., N Molekiile enthalten sind.**)
Dabei sollen ¥ und a sehr gross sein; dann wird, wenn

N
a = '5
gesetzt wird:
N
hm ( — ~) = lim ( ;)N= ¢ f=¢e °
N=w
Ebenso: Y
lim (1 —_ -;)N_l= e_; u. 8. w.
N=w

Wir wollen schliesslich a unendlich gross gegen ¥ annehmen, nim-
lich % gleich dem Volumenelement dz setzen. Dann ist die Wahr-

scheinlichkeit dafiir, dass sich in einem Volumenelement kein Molekiil
befindet, nach (1): .
_X .
e “eml;

*) Ergiebt sich sowohl direct, als auch durch die Fortsetzung der be-
gonnenen Reihe. D. H.

**) Denn ein Wurf mit den Wiirfeln entspricht einer bestimmten Ver-
theilung der Molekiile, wenn man jedem Wiirfel ein bestimmtes Molekiil und
jeder Wiirfelseite einen bestimmten Volumentheil zuordnet. D. H.
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die Wabrscheinlichkeit dafiir, dass in ihm 1 Molekiil sich befindet,
nach (2):

Y Was
(eine unendlich kleine Grosse). Die Wahrscheinlichkeit fiir die An-
wesenheit zweier Molekiile nach (3):

3 (Wazy?
u. 8. f.
Wir fithren rechtwinklige Coordinaten ein und nennen z, y, z
die Coordinaten eines Punktes des betrachteten Raumes; die Wahr-

scheinlichkeit, dass in einem Raume, dessen Dimensionen simmtlich
unendlich klein sind, ein Molekiil sich befindet, ist daun

Nfda:dydz,

das Integral aﬁsgedehnt iiber diesen Raum.

§ 5.

Fassen wir nun die Geschwindigkeiten ins Auge, die die ein-
zelnen Molekiile in demselben Zeitpunkte haben. &, %, § nennen wir
die Componenten der Geschwindigkeit eines Molekiils und

o(E, n, §) a§ dn ag
die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Molekiil die Componenten
zwischen
gund § + dE, nund n+dy, §und {4 a¢
liegen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem Molekiil die
Componenten in einem unendlich kleinen Gebiet von &, 1, § liegen,

ist dann
e ¢, n, t)fffdé dn dg,

das Integral iiber dieses Gebiet ausgedehnt. Wir konnen, um die
Vorstellung zu erleichtern, §, %, { uns als die rechtwinkligen Coor-
dinaten eines Punktes in Bezug auf die Achsen der x, y, z denken;
das genannte Integral ist dann ein unendlich kleines Volumen.

Nimmt man das Gebiet der £’ 7, ¢ jedesmal von — oo bis 4 oo,
so folgt als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem Molekil die
Geschwindigkeitscomponenten in dem ganzen unendlich ausgedehnten
Gebiet liegen, die identische Gleichung

f fm«p &, 7, ©) dkandt = 1.

Wir wollen nunmehr die Function ¢ aufstellen. Zuerst machen wir
die Annahme, dass in Bezug auf die Vertheilung der Geschwindig-
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keiten unter die Molekille keine Richtung von einer anderen sich
unterscheidet, und zeigen, was hieraus fiir die Function ¢ folgt. Wir
fihren ein zweites Coordinatensystem mit dem namlichen Anfangs-
punkt ein und nennen §°, %°, { die Coordinaten ip diesem des
Punktes, dessen Coordinaten in dem alten §, %, ¢ sind; jene Grossen
sind dann lineare homogene Functionen dieser, deren Coefficienten
willkiibrlich sind und nur die Relationen erfiilllen, in Folge deren

, I e R A
ist. Dabei ist

[ frovs= [ fovesec

Bezeichnet man durch ¢’ (§’, %', §’) die Function, in die ¢ (§, . §)
durch Einfithrung von E°, %', §' @ibergeht, so ist ferner

L4 &, n, g) == ¢'(g', 7' t’)
Die Wahrscheinlichkeit, dass &, %, { in dem fir diese Grossen an-
genommenen Gebiete liegen, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass
£, 7', ¢ in dem entsprechenden Gebiete sich befinden. Die letztere
st daher (wie die erstere) gleich

o' (&, 7, :')f f f aE’dy’ dg’.

Dieselbe ist aber auch gleich

o €, 7' 0) [ [faran‘ar,
wenn alle Richtungen sich gleich verhalten, die Wahl des Coordi-
natensystem also gleichgiiltig fir die Function ¢ ist. Hieraus folgt

pE 1, &) =9 (" 7, £)
=@ (E 7 ),
E2 4t =840+ 8
& 0, =rE+ "+ 8,

wo / eine unbekammte Function eines Arguments bedeutet, die nach
S. 139 der Bedingung geniigt:

: ff fE + g2+ 8) - dbdqdt=1.

d. h.
falls

Es ist hiernach

§ 6.

Zur Auffindung der Function / hat Maxwell zwei Wege an-
gegeben. Der erste ist einfach, aber nicht streng. Doch fihrt er
zu denselben Resultaten, wie der zweite, strengere. Wir geben in
dieser Vorlesung noch den ersten Maxwell'schen Beweis. Maxwell
betrachtet die Geschwindigkeiten parallel der x, y, z Achse und setzt
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die Wahrscheinlichkeiten, dass die Geschwindigkeitscomponenten eines
Molekiils bez. zwischen § und £ + d§, % und %+ dy, ¢ und d4¢
liegen, bez. gleich

F(§)dE

F(n)dy

F()dt.
Diese drei Wahrscheinlichkeiten sollen — und dies ist eine willkiihr-
liche Annahme — von einander unabhdngig sein, also ist®)

@&, n, §)dE dq df = F(§) F(n) F({)df dy dg,
9’(&, N g) =F(§) F(’I) F(:))

also, wenn die vorhin gefundene Gleichung benutzt wird,

F(§) F(n) FE) =/(& + n* + &)
Wenn man auf beiden Seiten den Logarithmus nimmt und dann
differentiirt, so folgt, falls
Edit+nant+{af=0
gesetzt wird, die Gleichung

. - -
e 96 + Tl dn + 3 at =0,

er

F(§) F(n)
" also
Fe) _ 28
F() a? !
F@m_ _ 27
F(n) at’
F'(f) 2f

F@ — o’
wo « eine gewisse Constante bedeutet; d. h.
H
F(E)=Ce °,
_n
F(n)=Ce ©,
-8
F=Ce °,
also**)
_ S+

?

[E+r+p=cle ©

*) Nach dem S. 136 abgeleiteten Satze. D. H.
**) Ueber den Zusammenhang der Constanten C und « siehe unten S. 148,
D. H.
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Gesetz der Geschwindigkeitsvertheilung von Maxwell. Zweiter Beweis. — Mathe-
matischer Hiilfssatz, — Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei Molekile gleich-
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einige Gase. — Kinetische Definition der Temperatur. — Gesetz von Avogadro.

: § 1~

Wir wollen nun die Function f auf dem anderen, strengeren
Wege bestimmen; es ist das méglich, indem wir ausdriicken, dass
der Zustand des Gases ein stationdrer ist, dass némlich / sich nicht
mit der Zeit #indert durch die Collisionen der Molekille.

Wir schicken folgende Bemerkungen in Betreff vielfacher Inte-
grale voraus. '

Es seien z,’, 2, ... z," unabhingige Functionen von x,, z,,.. . z,.
Das Verhiltniss der iiber unendlich kleine, entsprechende Gebiete
ausgedehnten Integrale

‘/‘dxl’da:{dxa' .
fda:ldxzdzs .

7z’ & "
i o0z, La:,'. = R
dzy’ B’

und

1st dann

wo das Vorzeichen zn wihlen ist, bei dem R positiv wird, so dass

fdx,' dx) ...==1’2‘/‘d:n:,d:::2 cee

Gesetzt nun, es seien
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x —x =dz
z, — x, =0z,
unendlich klein, so wird

R=14 52

+38.:t,+.

0%,

bei Vernachlissigung unendlich kleiner Grissen hoherer Ordnung.
Es seien nun z,, z,, ...z, Functionen der n Variabeln «,,

a,, ... 8, und der (n 4 1) Variabeln #; es seien ferner z’, z,, ... .’

die Werthe, die z,, x,, . .. , annehmen, wenn darin fiir¢ ¢ 4 d¢
gesetzt wird; weiter sei

fd:c, dx, ---=d |dada, ...,

fdx,' dz, - - - = 4" |da,da, ...
also
oz 0z |
0ay oay i
'if a"‘l oz, ..
aa, 0ay

4

I

.l
0z 0y
aa| Ba.
mal L S
8a. 00y

5
|

und
= A -|— dl.

Dabei wird (bei der oben gebrauchten Bezeichnung)
d' 08z 08z,
G=R= kG

8-’::.

und

az.
6z, = 2% di,

Hieraus folgt )

oder, wenn

gesetat wird:
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104 | oy

0ty
70 g Tont

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

Es seien z,, z,, . .. x, unabhingige Functionen der n Variabeln
@y, @y, ... a und der (n 4 1) {, und es werde gesetzt*):
| 0z 0y
1 0a" ey’

4 =19z oz

| 0ay’ day’

. . .
eine Function von a,, a,, ... ¢. (Die Functionaldeterminante.) Ferner
seien s .
&
'a't!’ u, = »a?, ..
dargestellt als Functionen von z,, x,, ... ¢; dann ist

1 ¢4 _ 0u , 0%
7%t “om Tom T

Diese sehr merkwiirdige Gleichung, von der wir eine Anwendung zu
machen haben werden und die zuerst in ihrer Allgemeinheit von
Liouville **) abgeleitet ist, spielt in verschiedenen Theilen der Mechanik
eine wichtige Rolle. Sie ist z. B. die Grundlage der Theorie des
letzten Multiplikators von Jacobi. In dem Falle n =3 kommt sie
in der Hydrodynamik vor. Hier hat man sich x,, x,, z, als die
rechtwinkligen Coordinaten zur Zeit ¢ eines Fliissigkeitstheilchens zu
" denken, das durch die Werthe der drei Variabeln a,, a,, a; beslimmt
ist; u,, u,, uy sind dann die Componenten der Geschwindigkeit zur
Zeit ¢t am Orte (x,, z,, x;). Die rdumliche Dilatation, die im Zeit-
elemente d¢ am Orte (z,, x,, #;) hervorgerufen wird, ist dann gleich

Uy =

1 04
. 7 ¢ 9™
oder auch gleich

014. au
((3 42 S "o at;
man wendet den einen oder den anderen dieser beiden Ausdriicke

an, je nachdem man die Lagrange’schen oder die Euler'schen hydro-
dynamischen Gleichungen aufstellen will. )

§ 2.
Wir kehren nun zur Betrachtung unserer Gasmolekiile zuriick.
Nach dem zweiten Hauptsatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(8. 136) und bei der Bezeichnung, die wir eingefiihrt haben, ist die

*) Diesmal ohne Riicksicht auf das Vorzeichen. D. H.

*%*) Jacobi, Dynamik. p. 93.

*s*) Bei der Diffcrentiation von 4 nach ¢ ist a,, ay, ay constant zu setzen. D, H.
1) Vgl. Kirchhoff, Mechanik, Fiinfzehnte Vorlesung.
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Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass in dem Raumelement dx dy dz ein
Molekiil sich befindet, dessen Geschwindigkeitscomponenten zwischen
£ und § + d§, n und n + dn, § und § 4 d¢ liegen,

NfE 4+ 4+ ¢V de dy dz d§ dn d§
und die Wahrscheinlichkeit dafiir, dals zwei Molekiile, deren Ge-
schwindigkeitscomponenten zwischen §, und §, 4 d§,, 4, und 4, +dy,,
§ und §, 4 df, und zwischen &, und §, + 4&,, %, und %, 4 d7,,
§, und §, + df, liegen, in den Raumelementen dz, dy, dz, und
dx, dy, dz, sich befinden, deren Entfernung gross ist gegen den
Radius der Wirkungssphire der Molekularkriifte, gleich

N (&2, 4-62) F(E,2+m0* ") dxy dy, dz, dv\dy dz, 6, dn, dF, a8, dn,dE,.
Wir stellen uns ein unendlich kleines Gebiet ¢ der 12 Variabeln
Ty Yiy 24, E My &y &y, Yoy 2o, By, My, & voOr, dessen Grenze be-
stimmt ist durch eine geeignete Gleichung zwischen ihnen; wir nennen
W die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es zwei diesem Gebiete ent-
sprechende Molekiile giebt; dann ist nach dem ersten Hauptéatze der
Wahrscheinlichkeitsrechnung (S. 136)

W=Nf(§,2+n,"46") f (€ +n.2+-L.?) | de,dy,dz, dx,dy,dz, dE,dn,dE, d5,dn,dt,

die Integratfon tber das Gebiet G erstreckt.

Fiir den Abstand der Punkte (z,, y,, 2,) und (,, y,, z,) haben
wir bereits eine untere Grenze festgesetzt: er sollte unendlich gross
sein gegen den Radius der Wirkungssphire der Molekularkrifte; wir
setzen nun auch eine obere Grenze fest: die beiden Punkte sollen
namlich in einem Raume liegen, der so klein ist, dass die Wahr-
scheinlichkeit dafilr, dass in ihm neben jenen zwei Molekiilen noch
ein drittes sich befindet, unendlich klein gegen W ist. Wir wollen
nun die Bewegung der beiden Molekiile, deren Existenz die Wahr-
scheinlichkeit /# hat, wiahrend eines Zeitraums verfolgen, der so klein
ist, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir gleich Null gesetzt werden
kann, dass ein drittes Molekiil in den eben genannten Raum eintritt,
aber doch so gross, dass wilhrend desselben eine Collision der beiden
Molekiile stattgefunden haben kann. Wihrend dieses Zeitraumes
kénnen nur die Krifte, die die beiden Molekiile aufeinander ausiiben,
wenn sie einander hinreichend nahe gekommen sind, ihre Bewegungen
modificiren; nur diese Kriifte haben wir also zu beriicksichtigen.
Den Augenblick, auf den die eingefiihrten Zeichen sich beziehen,
wollen wir als den Anfangspunkt der Zeit bezeichnen, und

Kz, T, an, Bl b, B om &
die Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten der beiden Mole-

kiile zur Zeit ¢ nennen. Fiir diese 12 Variabeln haben wir dann

die Differentialgleichungen
Kirchhoff, Theorle der Wirme. (1]
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ot~ 0% ot~ oz
und die Bedingung, dass sie fiir # = 0 den entsprechenden unge-
strichenen Buchstaben gleich werden; hier bedeutet ¥ das Potential
der beschleunigenden*) Krifte, mit denen die beiden Molekiile auf
einander wirken, dessen Existenz wir annehmen und von dem wir
weiter annehmen wollen, dass es verschwindet, wenn die Entfernung
der beiden Molekiile sehr gross gegen den Radius der Wirkungssphire
der Molekularkriifte ist.
Kennt man 7, so sind hierdurch die gestrichenen Gréossen durch
die ungestrichenen und ¢ vollstindig bestimmt.

§ 3.

Dem Gebiete G entspricht ein gewisses Gebiet der z,’, z,, ...,
das wir ¢’ nennen wollen; wenn zur Zeit ¢ = 0 zwei Molekiile vor-
handen siud, die dem Gebiete G angehoren, so missen zur Zeit ¢**)
zwei dem Gebiete ¢' angehorige Molekille vorhanden sein. Es ist
der oben fiir # aufgestellte Ausdruck daher auch gleich der Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass zur Zeit ¢ zwei dem Gebiete G’ angehdrige
Molekiile vorhanden sind. Wir wollen diesen Ausdruck dadurch um-
gestalten, dass wir in ihn statt der ungestrichenen Zeichen die ge-
strichenen einfithren. Wir benutzen hierbei zunichst, dass, wie aus
den Differentialgleichungen folgt, (nach dem Satze von der lebendigen

Kraft)

EPtnl+ 6 =8"+n"+47+ 0

Bt b =8+ 62— 0
gesetzt werden kann, wo Q° eine gewisse Function der 12 Grdssen
z,, Z,, ... und ¢ bedeutet; wir nennen ferner 4° die Functional-
determinante der 12 gestrichenen Grossen nach den ungestrichenen,
als Function der ersteren dargestellt; dann erhalten wir

W= N8+ 0) /& 0 48— 0) 5 -
fda:,' dy/'dz, dz, dy,’ dz, d§'dy, d§’ dt, dy, dg,’.

*) Siehe Kirchhoff, Mechanik, S. 5,
**) nach Beendignng des Zusammenstosses. D. H.
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Hier kommen nur die gestrichenen Grofsen vor und die Integration
ist iber das Gebiet G’ auszudehnen. Der Ausdruck vereinfacht sich
dadurch, dass dem vorausgeschickten Satze (8. 144) zufolge

a4 =1
falls, was wir annehmen, das Potential ¥ von den Geschwindigkeiten
der Molekiile unabhéngig ist. Es ist ndmlich
in jetziger Bezeichnung

zs ¥is 20 & 0O & T vay 25 &) my &
Ty Yis 2y &1 My Gy T2y Y2y 22y Eav Moy G
und in Folge der Differentialgleichungen

Uy, Uy, . &) ns & g}}a %"H %a £ 125 &) g?‘:’ ’ 367?, g_::’

a A’

Wir haben daher unter der genannten Voraussetzung beziiglich des
Potentials:

in alter Bezeichnung
Tyy Tyy o

ayy Gy -

o0, Oty
et =0%),

d. h. nach dem genannten Satze:

G =0

nun ist aber fiir ¢t = 0, wo a:,;==:c,, E'=¢& ...,
a4'=1,

also fiir jeden Werth von ¢
4" =1.

Das Gebiet ¢’ kann beliebig gewihlt werden; wir machen es gleich
dem frither ¢ genannten Gebiete und &ndern die Bezeichnung da-
durch, dass wir die Striche fortlassen, wobei dann ( eine gewisse
Function der 12 Grossen x,, ,,... und ¢ wird. Dann finden wir
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zur Zeit ¢t zwei Molekiile, die dem
Giebiete ¢ angehoren, vorhanden sind, gleich

N+l + 6+ 0) FE + t + &2 — 0)*
fdxl dy, dz, dx, dy, dz, d§, dy, d§, d§, dn, d§,,

wihrend die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit t == O zwei ebensolche
Molekiile existiren, gleich

N’/(E,’ + .+ clz) /(gzz + 7.2+ 65
fd.z‘, dy,dz, dx,dy, dz, d§, dn, d§, d§, dy, d§,

*) Alle Glieder der Summe verschwinden einzeln. So ist d%i—', =0, weil
1

£, selber zu den unabhiingigen Variabeln gehdrt. D. H.
10*
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war. Sind diese beiden Ausdriicke einander gleich, so ist der Zu-
stand des (Gases ein stationiirer; setzt man

§2 4+ 4+ 4=y,

. Bt nl+ 6P =u,
so muss also sein:

F + 0)F(u, — 0) = /() [ (w).
Hier konnen u,, u,, Q0 beliebig gewihlt werden, da O ausser den
Grossen §, 7, ¢ abhiingt von ¢ und den Grdssen x, y, z. Die Glei-
chuug erfordert daher (durch Logarithmiren und Differentiiren nach 0)
Qlogfn+ @ | dlogflin—@)
se T a¢ 0
oder, wenn gesetzt wird:
u + 0 =17, u, — Q=r,,
dlog f(v,) __ dlog f(ry
dv, — —  dv,
also constant, d. h.
dtlog f(v) 0
T dvt
Hieraus folgt

1
log /() = — = v+ B,
f0) = 4e *,
wo 4 und « zwei Constanten sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,

dass die Geschwindigkeitcomponenten eines Molekiils in den Inter-
vallen £ und £ 4 d§, p und 5 4 dy, £ und §{ + d¢ liegen, ist also
- F O
de “° Tk ag ae,

derselbe Ausdruck, den wir frither (3. 141) gefunden hatten.

§ 4.
Von den beiden Constanten 4 und e ldsst sich die eine durch
die andere ausdriicken, da nach der urspriinglichen Definition von /

(S. 140) .
JfJre+w+mazanag=

sein muss; das ergiebt

1 T WP R,
I=‘/jje dEdnd§
3 3

=an(Je"’dx).
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Das hier vorkommende Integral ist leicht zu finden. Es ist némlich

j‘:f —@+da dy
+ @

(feeas),

einerseits gleich

andrerseits gleich

2nzfe""rdr =7,

also
-i‘-au
e~"dx =V,
mithin
. 1
A= —
n,a”
und

A L s
&+ 7+ )= :
7" e’
also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Geschwindigkeitscompo-
nenten eines Molekiils in den Intervallen & und £ 4+ d§, % und

7+ dyn, § und §{ 4+ df liegen, ist

. _&+r+f

—z—e€ * dEdydg.
LI

T o

Die Zah! der Molekiile in der Volumeneinheit, die eine solche Ge-
schwindigkeit besitzen, ist gleich ¥ mal diesem Ausdruck, weun ¥
die Zahl der Molekiile in der Volumeneinheit iiberhaupt ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Geschwindigkeitscomponenten
in irgend einem endlichen Gebiete von §, 7, { liegen, ist das Integral
hiervon, iiber dieses Gebiet ausgedehnt.

§ 5.

Es ist von Interesse, noch eine Umformung des Maxwell'schen

Gesetzes vorzunehmen. Setzen wir
v=—+ VEFTFE

und suchen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass v zwischen Null und
einem beliebig gewihlten Werthe liege, einerlei, welches die Rich- .
tung der Bewegung sei. Um das Integral zu finden, welches diese
Wahrscheinlichkeit darstellt, kénnen wir uns auf ein schon benutztes
Bild (8. 139) stiitzen; setzen wir etwa
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E=vcosd

n=vsindcos w

{ = v sin ¥ 8in @,
so wird jene Wahrscheinlichkeit gleich

/‘//_'_'_v’dvsma‘}dq‘)dw
na’

daher die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Geschwindigkeit zwischen
v und v 4 dv liegt, gleich

Eine Curve, deren Ordinate der Factor von dv ist, wihrend die
Abscisse v ist, hat ungefihr die nebengezeichnete Gestalt; die Ordi-
nate ist O fiir vy=0 und » = oo und
hat dazwischen ein Maximum. Der
diesem Maximum entsprechende Werth
von v ist bestimmt durch

i (,-5
m (v‘e )=O)
d. h.

l e_%(1_§2)=0,
|

Fig. 18,

also
V= .

==, Geschwindigkeiten, die nahezu gleich «
sind, sind wahrscheinlicher, d. h. kom-
men h#ufiger vor als alle anderen.
Wir wollen noch den Mittelwerth von »?, den wir mit »? be-
zeichnen, durch « ausdriicken. Er ist¥)

ol

[
j— l .l -—
v? ===V— —‘/v‘e “dv
T

0

(-4
4 Ll
=_——a? [vie " dv.
Vx

0

*) Der gesuchte Mittelwerth ist die Summe aller Geschwindigkeitsquadrate,
dividirt durch die Gesammtzahl der Molekiile; man findet ihn, indem man zu-
niichst die innerhalb eines unendlich kleinen Gebietes gelegenen Geschwindig-
keitsquadrate zu ihrem Mittelwerth zusammenfasst und diesen Werth mit der
‘Wahrscheinlichkeit dieses Geschwindigkeitagebietes (d. h, dem Verhiltniss der
in das Gebiet fallenden Molekiile zur Gesammtzahl der Molekiile) multiplicirt,
und hierauf die Summe nimmt. D. H.
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Nun ist aber

fv"*"e—"dv = — % »tid(e=*)

1 1
= — g otle” 4 ”————;' fv"e—"’dv,

*x -
‘/v"*"e-"dv = ’#fv-e—v’dv,
) 0

wenn

n4+1>0.
Folglich, durch successive Berechnung (vgl. S. 149):

—et 3 1)
fv‘e dv==—27?T,
0

@=§ﬁ

mithin

§ 6.

Die durchgefithrten Betrachtungen lassen sich leicht so verall-
gemeinern, dass sie fiir ein Gemisch von beliebig vielen Gasen gelten,
deren Molekiile verschiedenartig sind. Sie gelten ungeandert fiir die
Molektile eines jeden Bestandtheiles. Beziehen wir den Index 1 auf
einen Bestandtheil, so ist, wie oben (8. 149): .

1 e— E!‘; Ertnc+ ‘.l.).

fHE?+ 0+ §Y) =

Fiir einen zweiten Bestandtheil ist:

“4 ad

—'l, (522 +mat+ G

(8 + m* + §22)=-§1—e “ " .
7T oyt

Zwischen @, und «, aber besteht eine Beziehung, die man findet,
wenn man die Stosse zwischen einem Molekille der ersten Art und
einem der zweiten Art untersucht. Fiir diese gelten die fritheren
Betrachtungen mit einer gewissen Modification. Sind m; und m, die
Massen der Molekiile, so ist némlich hier, statt wie auf S. 146, nach
dem Satze der lebendigen Kraft:

El 42+ 82 =824+ + &2+ %,

2+t =82+n24+§2— ,%’
und daher (vgl. S. 148)

fl("a + ,%) /2(“2 - ,,%) =/, (%) fa(u;),
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woraus auf entsprechendem Wege:

1 dlogfi(v) __ 1 dlogf(vy)
my dv, T omy dv,

= const.

oder

m & = m,a,’
folgt; da nun %a’ das mittlere Geschwindigkeitsquadrat darstellt, so
ist mithin die mittlere lebendige Kraft eines Molekiils bei allen Bestand-

teilen dieselbe.

§ 7.

Wir wollen nun zusehen, wie die wahrnehmbaren Eigenschaften
des Gases, welches unser System von Molekiilen bilden soll, némlich
Dichtigkeit, Druck und Temperatur, mit den Grossen, die wir ein-
gefilihrt haben, zusammenhéingen.

Die Dichtigkeit, u, ist die Masse in der Volumeneinheit; ist ¥
die Zahl der Molekiile in dereVolumeneinheit, m die Masse des ein-
zelnen Molekiils, so ist also

w= Nm,

Sind verschiedenartige Molekiile vorhanden, so ist
[L=1V|m,—|-[\’2m2+...

@ = Nm.

oder auch:

Um einen Ausdruck fiir den Druck, p, zu finden, denken wir uns das
Gas in ein Gefiiss eingeschlossen; ein Theil seiner Wand sei die
Ebene x=0, die positive x Achse gehe in das Gas hinein; es handelt
* sich darum, die Kraft zu finden, die hier auf die Einheit der Fliche
von den Molekiilen ausgeiibt wird. Die Beschaffenheit des Gases in
unmittelbarer Nihe der Wand ist dieselbe, wie in grosserer Ent-
fernung; auch hier sind die Geschwindigkeiten gleich auf die ver-
schiedenen Richtungen vertheilt; gewisse Molekiile bewegen sich auf
die Wand hin, ehenso viele von der Wand fort. Die letzteren sind
von der Wand zuriickgeworfen. KEs missen K7rdfte von der Wand
auf die Molekille ausgeiibt werden, die das bewirken. Das Gesetz
dieser Kriifte konnen wir unbestimmt lassen, nur das nehmen wir
an, dass sie allein in &usserst kleiner Entfernung thitig sind und
dem Principe von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung
entsprechen. Diesem Principe zufolge ist die Kraft, die die Molekiile
auf die Wand austiben, der Kraft gleich, die die Wand auf die Mole-
kiile ausiibt, und diese ist zu ermitteln aus der Verinderung der Be-
wegung der Molekiile, die die Wand bei dem Zuriickwerfen hervor-
bringt. Fassen wir ein Molekill in der Nihe der Wand ins Auge,
dessen Geschwindigkeit die x Componente — § besitzt, wo § > 0.
Dasselbe bewegt sich auf die Wand zu, tritt in den Bereich ihrer
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Abstossung, wird von ibr zuriickgeschleudert, und bewegt sich dann
von der Wand fort. Nehmen wir, der Einfachheit wegen, die Wand
als homogen an; dann wird die von ihr ausgehende Kraft immer die
Richtung der x Achse haben; bezeichnen wir sie durch X. Es wird
in Folge dessen die y Componente und die z Componente der Ge-
schwindigkeit des Molekiiles nicht geéindert werden; die » Componente
geht von — § in 4 § iiber und es ist daher®)

2méE ————fth,

die Integration tiber die Zeit genommen, die das Molekiil in der
Wirkungssphire der Wand verweilt, oder iiber eine lingere Zeit, da
X =0 ist bei grosserer Entfernung des Molekiils, Es ist daher

1
JX dt=2mk oder =0,
0

je nachdem das gewiahlte Molekiil in der Zeit von ¢ =0 bis /=1
die Wand trifft oder nicht trifft.
Nach der vorausgeschickten Bemerkung ist nun

p=2X)

die Summe genommen iiber diejenigen Molekiile, die im betrachteten
Augenblick .in der Wirkungssphére der gewihlten Flicheneinheit der
Wand liegen, also in unmittelbarer Niihe an dieser Flidcheneinheit
sich befinden. Aus dieser Gleichung bilden wir**)

wo die Summe zu nehmen ist in Bezug auf alle Molekiile, welche
die Flicheneinheit der Wand in der Zeit von £ =0 bis t =1

treffen; oder
p= 2m2§

bei gleicher Bedeutung der Summe.

Nun suchen wir die Zahl dieser Molekille. Wir fassen
" zuerst diejenigen ins Auge, denen gewisse Werthe von §, 7, £
zukommen; sie bewegen sich in einer Richtung mit unver-
dnderter relativer Lage; von ihnen treffen unsere Flicheneinheit so
viele, als in einem schiefwinkligen Parallelepipedon enthalten sind,
dessen Grundfliche gleich 1, dessen Hohe gleich § ist; sind von
dieser Art von Molekillen in der Volumeneinheit n vorhanden, so

Fig. 14,

’) m:%= .~ D.H

**) Durch Multiplication mit d¢ und Integration von t=0 bis ¢==1. D.H.



154 Vierzehnte Vorlesung.

ist diese Zahl n&; sie liefern also zu p den Beitrag

2mng?,
Nun sind alle Arten von Molekillen zu beriicksichtigen, denen posi-
tive § zukommen. Ihre Anzahl in der Volumeneinheit ist g, da ¥

die Zahl simmtlicher Molekiile in der Volumeneinheit ist; und da-
her ist .
p=mXNE,

oder _

=u E’)
oder auch¥)

=§u§2+ﬂ’+§’=%w’-
Wir werden spiiter sehen, dass dieser Ausdruck in gewissem Sinne
auch als der Druck im Innern des Gases angesehen werden kann.

§ 8.
Aus der obigen Gleichung kann man einen gewissen Mittelwerth
fir die Geschwindigkeit eines Molekiils finden; derselbe ist:

Vetwte=)2=y3a,
wo x der Newtonsche Werth fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des Schalles ist. Man erhilt so bei 0° C. die mittlere Molekular-
geschwindigkeit fiir

Wasserstof 1840 m in 1 sec.

Stickstoff 490

Sauerstoff 460

Wir haben nun noch nach der Temperatur unseres Gases zn
fragen. Wir wollen uns ein Gemisch von zwei Gasen, wie wir es
betrachtet haben, denken. Wir wollen uns erlauben, von der Tem-
peratur eines jeden Bestandtheiles zu reden, wie es vielfach geschieht,
wiewohl die Berechtigung hierzu angezweifelt werden kann, da kein
Weg denkbar ist, die Temperatur eines Bestandtheiles eines Ge-
misches zu messen. Diirfen wir von der Temperatur der Bestand-
theile reden, so miissen wir sie fiir beide als gleich betrachten. Nun
haben wir aber 8. 152 gesehen, dass fir die beiden Bestandtheile

%’ §1+ 0+ &= ';_" £ 4 ny? 4 &

wir schliessen daraus, dass zwei Gase dann gleiche Temperatur be-
sitzen, wenn ihre Molekiile gleiche mittlere lebendige Kraft haben.
Denken wir uns nun zwei getrennte Gase von gleicher Temperatur

908 F=7=F wi g47FE=F+7+F DE
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und gleichem Drucke, so haben wir wegen der Gleichheit der Drucke
neben der letzten Gleichung die andere:

Nymy £ + 9,2 + CF’=‘ Nym, £ 4 0,2 + §2_2;

woraus folgt
Ny =Ny,
d.i. das Avogadro'sche Gesetz. Es konnte nun die Temperatur 7
irgend eine Function von % v? sein. Daraus aber, dass der Druck
mit 7 proportional ist, folgt die Proportionalitit der Temperatur T
mo?

mit <
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Gas, das nicht in Ruhe ist. Theorie von Maxwell. — Mittelwerth irgend einer
Function @ der Geschwindigkeitscomponenten in der Volumeneinheit und zeit-
liche Aenderung dieses Mittelwerthes durch Eintritt neuer Molekille, durch Ein-
wirkung #Ausserer Krifte und durch Zusammenstdsse. — Grundgleichung der
Theorie. — Die Mittelwerthe der Geschwindigkeitscomponenten ergeben die
scheinbare Bewegung des Gases. — Umformungen der Grundgleichung. — Spe-
cielle Werthe tiir die Function Q: ersten und zweiten Grades, — Allgemeine
Gleichungen fiir die scheinbare Bewegung des Gases. — Geschwindigkeitsver-
theilung im allgemeinen Fall. — Verhiltniss der specifischen Wirmen

C,:C, = g, giiltig nur fir punkt- oder kugelférmige Molekiile. — Beliebige

Molekiile. Energie der fortschreitenden und der rotirenden Bewegung. —
Molekiile rotationsférmig.

§ L

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung eines Gases, das nicht
in Ruhe ist, und folgen dabei der Maxwell’'schen Darstellung.*)

Wir denken uns in dem Gase ein rechtwinkliges Parallelepipedon,
bei dem zwei diametral gegeniiber liegende Ecken die Coordinaten
x,y,zund x4+ dx, y+ dy, z + dz haben. dx, dy, dz sollen
unendlich klein gegen wahrnehmbare Lingen, aber doch noch so
gross sein, dass unendlich viele Molekiile in dem Parallelepipedon
sich befinden; die Zahl derselben sei in irgend einem Augenblicke:

N dx dy dz.**)
Ist wieder m die Masse eines Molekiils, so ist:
Nm = uw

gleich der Dichtigkeit des Gases im Punkte x, y, z. Die Zahl der
Molekiile in dx dy dz, deren Geschwindigkeitscomponenten zwischen

§, und & + 4§, n, und u, 4 dy,, § und ¢ 4 4§ liegen, sei

gleich
dx dy dz f(&, n, §) 4§, dy, 4§,
so dass

*) Maxwell, Phil. Mag, 35, p. 129, p. 185, 1868.
*¥) wobei N von @, y, # und von der Zeit abhdngt. D. H.
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.!J:Tf(g" Ny, &) 4§ dny @b = N.

Es sei ferner 0 irgend eine Function von &, 7, § und O der Mittel-
werth aller Werthe von 0 fiir die Molekiile in dem gedachten
Parallelepipedon, d. h.

nal Y
ON dx dy dz = dz dy dsz &y miy &) a8 dn, 4§, O

oder: e
N6=f.j:/‘0 7y mys &) & dny 4§,

Wir wollen die Aenderung untersuchen, die dieses Integral erleidet
in einer Zeit d¢, die gegen wahrnehmbare Zeitraume unendlich klein
ist. Diese Aenderung bezeichnen wir durch
o(N

Es setat sich diese aus drei Theilen zusammen. Der erste rithrt da-
von her, dass in der Zeit d¢ gewisse Molekiile in das Parallelepipedon
eintreten und andere, denen andere Werthe von Q entsprechen, aus-
treten. Der zweite rithrt her von #usseren Kriften, wie die Schwere,
die auf dic Molekiile wirken und ihre Geschwindigkeiten &ndern; der
dritte von den Zusammenstossen je zweier Molekiile in dem Paral-
lelepipedon,

Um den ersten Theil zu berechnen, fassen wir zunichst die
Molekille ins Auge, deren Geschwindigkeitscomponenten zwischen
£, und § 4 d§,, u, und n, + dny,, & und § 4 df, liegen; diese
bewegen sich so, dass ihre relative Lage nicht geéindert wird; durch
die Seite dy dz des Parallelepipedons, welche den Eckpunkt z, y, z
enthilt, treten von ihnen in der Zeit d¢ so viele, als in einer an
dieser Seite anliegenden Schicht sich befinden, deren Dicke &, dt ist;
die Zahl dieser ist

dy dz § dt f(§, n,, &) a& dn, d§,.
Dadurch erleidet der Wert von NQ dx dy dz den Zuwachs
dy dz & dt f(§, n,, §) 4§, dn, 4§, 0.

Wenn man nun iiber £, 5,, § von — oo bis 4 oo integrirt, so er-
hilt man, da '

ffy}(in Ny &) E, O dE, dn, dg, = N E, 0,
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fiir jenen Zuwachs den Ausdruck*)
dy dz dt N E,Q.

Setzt man in diesem Ausdruck z 4+ dz fiir x und giebt ihm das ent-
gegengesetzte Vorzeichen, so erhiilt man den Zuwachs, den N0 dx dy d:
in der Zeit dt in Folge davon erleidet, dass Molekiile der betrach-
teten Art durch die Fliche dy dz treten, die den Punkt x4-dxz, y, z
enthilt; die Summe dieser beiden Zuwachse ist, wenn wieder iiber
£y, 1, § von — co bis 4 oo integrirt ist, gleich

(N EQ)
—dx dy dz dt _*8.7:17 .

Die Summe dieses Ausdrucks und der beiden anderen, die sich auf
die Richtungen der y und z Achse beziehen, ist

—dx dy dz dt (3(1\;5,@) + a(Ni'l:(?) + a(NC:Q))

Es ist dies der gesammte Zuwachs, den

NQ dx dy dz
in der Zeit d¢ in Folge davon erleidet, dass Molekiile in das Paral-
lelepipedon dx dy dz eintreten und andere austreten.

Wir suchen nun zweitens die Aenderung, die N0 in Folge der
dusseren Krifte erfihrt. KEs seien X, ¥, Z die Componenten der
beschleunigenden Kraft, die auf ein Molekiil, das am Orte (z, y, z)
sich befindet, wirkt; in der Zeit d¢ verwandeln sich dann §,, 7,, ¢,
in § + Xdt, n, 4+ Ydi, §, + Z dt; es nimmt also 0 um

Q
ar (& 3¢ + r2+zg

zu, und N um
duv(x"Q+ v +z
* Wir wollen endlich drittens dxe Vergrosserung, die NO in der
Zeit dt durch die Zusammenstdsse der Molekiile erleidet, gleich

D(I—V--Q) dt oder**) gleich N = Q
setzen; dann ha.ben wir also

2(¥NQ) _ y D@ _ (a(N 6Q) 4 0(NmQ) + a(N:.Q))

ot Dt

-{—IV(XéE—l—Ya—m-l—Za-g—
oder nach Multiplication mit m

*) Hierbei sind, wegen des Vorzeichens von £, sowohl die eintretenden
als auch die austretenden Molekiile beriicksichtigt. D. H,
**) Denn durch die Zusammenstdsse wird N nicht geiindert. D. H.
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2(uQ) DY a(ug.Q) n a(un.e) + a(uafi‘e))

+u( 22 4 y22 4278,

§ 2.

Wir konnen die so gefundene Gleichung als die Grundgleichung
der Theorie, die wir zu entwickeln haben, bezeichnen., Wir werden
von ihr verschiedene Anwendungen machen, indem wir fiir 0 ver-
schiedene Functionen von §,, #,, §, setzen. Zuerst werden wir 0 so

wilhlen, dass QD? verschwindet. Das ist zuniichst der Fall, wenn
0=1, dh 0=1
gesetzt wird. Dadurch erhalten wir

s (3(ui) (wm) , 8(ut)
5% u +aun + # )

Wir wollen nun die Mittelwerthe von &,, 7,, §;:
g|=u)
n=21,
§_|==w,
EE=u +§&,
nw=v +uy,
§,=w+§,
£ =0,
n “:07
t =0

setzen, so dass fiir

wird.

Die Gréssen u, v, w haben die folgende Eigenschaft: durch die
Flacheneinheit, die senkrecht zu der x Achse ist, geht, wenn sie
ruht, in der Zeiteinheit in der Richtung der x Achse die Masse pu;
bewegt sie sich in der Richtung der x Achse mit der Geschwindig-
keit u, so geht durch sie die Masse O; d. h. gleich viele Molekiile
gehen durch sie in den beiden entgegengesetzten Richtungen (da
eben £ = 0 ist). Entsprechendes gilt von v und w. Denkt man
sich mithin eine geschlossene Fliche, deren Punkte sich immer mit
den Geschwindigkeitscomponenten u, v, w bewegen, so bleibt die
Grosse der Masse innerhalb der Fliche, nidmlich die Zahl der darin
enthaltenen Molekiile, dieselbe; die Molekiile selbst sind aber nicht
immer dieselben. In dem letzten Umstande liegt ein wesentlicher
Unterschied zwischen der Molekularbewegung, die wir betrachten,
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und der Bewegung einer continuirlichen Materie. Nennt man bei
einer solchen u, v, w die Geschwindigkeitscomponenten eines mate-
riellen Punktes und denkt man sich auch hier eine geschlossene
Fliche, deren Punkte so sich bewegen, dass auch ihre Geschwindig-
keitscomponenten u, v, w sind, so bleibt nicht allein die Grdsse der
durch die Fliche begrenzten Masse, sondern auch diese Masse selbst
dieselbe. Vergleicht man die Molekularbeweoung mit der Bewegung
einer continuirlichen Materie, so hat man die Mittel von §,, 4,. ¢,
bei jener als entsprechend den Geschwindigkeitscomponenten bei dieser
zu betrachten. Die Gleichung, die wir abgeleitet haben:
3_1:= am«) + a(uv) C 3(#!») ,

ist auch die sogenannte Glelchung der Contmultat, wenn man unter
u, v, w die Geschwindigkeitscomponenten bei einer Bewegung einer
continuirlichen Materie versteht.

§ 3.
In unsere allgemeine Grundgleichang wollen wir auch
g =u + 3
m=v +7
L = +§
gesetzt denken; dabei wird
§0—ul+ 0
00 __0@%)
& ou
also: - .
e 0 0

Zichen wir von ihr die mit 0 multiplicirte ,,Gleichung der Conti-
nuitit* ab, so erhalten wir

(Pt+ ag+ch+ ) “]1))?
(O(M‘Q)_I_o(# Q) + 3(11139))“

ox

+u (2947224 209).

*Zur Vereinfachung fithren wir ein neues Aelchen ein. Bedeutet bei
einer Bewegung einer continuirlichen Materie # eine Function von
x, y, z und ¢ und setzt man

oF or oF oF d4F
atTUe Ty T¥o —ar

*) Man denke sich in @ statt & das Argument w -} ¢ gesetzt und be-
handle bei der Differentiation £ als unabhiingig von w. D. H.
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8o ist %%dt der Zuwachs, den das auf einen bestimmien materiellen

Punkt bezogene F in dt erleidet. Wir wollen das Zeichen '%'in

der durch diese Gleichung definirten Bedeutung auch hier anwenden,
obwohl die genannte mechanische Bedeutung hier nicht vorhanden
ist. Die Gleichung der Continuitdt lisst sich dann schreiben
1 du ou ov ow
ratatyta=0

und unsere Grundgleichung-

F<X +78w)

aQ

—u 5 ”Dt +6(#€Q)+3(un0)+3(1~§9)

§ 4.
Sehen wir nun zu, hir welche Werthe von 0 DD? ferner ver-

schwindet. Es seien 1 und 2 zwei Molekile in dem Parallelepipedon
dx dy dz, die innerhalb der Zeit d¢ einander so nahe kommen,
dass sie eine merkliche Einwirkung auf einander ausiiben. Es seien

> m, &i» & My, & ibre urspringlichen, &, #/, &', &) m &'
ihre durch die Collision geéinderten Geschwindigkeiten. Die Sitze
von der Bewegung des Schwerpunktes und von der lebendigen Kraft
geben dann

gt + Ez = €|' + 52.,

N+ %2 =7+ 715,

g: + gz = :I' + §2’:
Eln 48+ 8?8 =& 0 & B e P 6
Daraus folgt, dass

En Ny En £+ n +?

durch die Zusammenstosse nicht gedindert werden dass also fiir @
gleich einer der Grossen:

Ermy b &P+ + 87
DQ
DE = 0.
Diese Werthe wollen wir nach einander in unsere Grundgleichung
setzen. Durch

. 0=§|=u+§r
oder
0=']l=v +’77
oder
O0=§ =w+{,

Kirchhoff, Theorie der Wirme, 11
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erbalten wir aus ihr®)

MX=9%+@—("—;,E—)+3*(—“;5‘—"—)+3("@

2 50),
F-Y=y,%3t’-+a(s‘:§)+a(g;l')+3(l;'ﬂ§)'
pz—pde 2t 20 | 2GE),

Mit Hulfe dieser Gleichungen wollen wir unsere allgemeine Grund-
gleichung abermals transformiren, némlich X, ¥, Z aus ihr fort-
schaffen. Wir multipliciren die letzten drei Gleichungen der Reihe
20 0@ 99

nach mit 2w’ 70 w’ subtrahiren sie von der Grundgleichung

und erhalten dann

Dg
& b
(4@ _2Qdu _ 9Q dv _ 3Q dw)
=t\a: W’cﬁ—%'ﬁ*a—dﬁ‘
+owEQ) _ 2(E) 0@ _ o(wEn)oQ ~ o(kp) 29
ox ox 0u dx ov ox ow
4+ 2670) _ 2ib) o0 _ oG 0@ _ a(une) 98
oy oy Ou oy ov oy ow
+3(uC_Q_) _0(utE) 0@ _ 2(nEn) 0@ _ 2(uP) 2Q
ae 08 Ou s ov 02 ow
oder auch
DQ
® D

(4@ 2Qdu _8Q dv _ 9Q dw

=HW\dt " Fudt” To at  dw dt)

+le(mo—nl -7 R -niY)|

+3 e (o-al-m 2 -FR)

o8 fy () +or 5 (50) +07 4 (2)

ot (i (2) + 4 (59)) +o8 (& (30) + 2 (2))

*) Mit Benutzung von { =0, =0, {=10. D. H.
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§ 5.

Wir machen aufmerksam auf gewisse Eigenschaften einiger in
der letzten Gleichung vorkommender Glieder, die ihre Anwendung
erleichtern. Es ist 0 eine Function von v 4-§, v 47, w -|— ¢, also
0 eine Function von u, v, w und &, £y, . ..; ist O eine ganze
rationale Function (und nur solche werden wir in Betracht ziehen),

" go ist die Zahl dieser ,,Mittelwerthe* endlich und abhingig von dem
Grade von Q. Der Factor von g in der obigen Gleichung:
dQ _0Qdw __9Q dv  2Q dw
dt ou dt ov dt ow dt
ist daher der nach ¢ genommene Differentialquotient von @, der zu
bilden ist unter der Annahme, dass %, v, w constant und nur jene
Mittelwerthe g2, E7, . . . von ¢ abhingig sind.*)

Die Factoren von g in den drei folgenden Zeilen haben in dem
Falle, dass 0 eine Function zweiten Grades von £, %,, §, ist, welcher
Fall uns zundchst interessirt, die Eigenschaft, von u, », w unab-
hiingig zu sein. Um das zu beweisen, bezeichnen wir durch 0, die
Function von u, v, w, die aus O entsteht, wenn wir darin &, %,
gleich Null setzen. Nach der Taylor’schen Reihe ist dann

0-—Qo+€aq°+ﬂag°+§aq°+const,

wo die Constante ein von u, v, w unabhéngiges (nimlich die zweiten
Differentialquotienten von ¢, nach u, v, w enthaltendes) Glied be-
zeichnet. Daraus folgt

§0=E£0,+ & 8(2., w+En aQ" + ?31;30" -+ const,
. %g = %?‘—“ ~+ const,

29 _ %%" ~ const,

av
g—z=%?02+const
und daher
E0=8%% 1 g%+ 5% 4 const,
E %—?— =§? %%— - conmst,
&y %% =§y %vl’ + const,
ﬁg—g=ﬁ%ﬁ—°+const,

*) und zwar nicht fiir ein rubendes, sondern fiir ein mit der Geachwmdxg
keit %, v, w bewegtes Raumelement (S. 161). - D. H.
11#
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woraus die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung sich er-
giebt,
Den in Rede stehenden Coefficienten kann man schreiben¥)

0-F0 02 —w Y,

pach der eben bewiesenen Thatsache darf man also in ihm dann
u, v, w gleich Null setzen; es werde dadurch aus QO (° (eine
Function von §, 7, {).

Nebhmen wir nun an, dass ( eine homogene Function zweiten
Grades von &, 7,, § ist, so wird, da

E=0, 7=0, £=0,

¢ g, & 7
23 0, on 0¢ =0,
und daher derselbe Coefficient gleich

EQ.

Die Coefficienten von p in den beiden folgenden Zeilen ergeben sich
auf demselben Wege gleich

n0°
und
gor
§ 6.
Nun setzen wir
L 0=E8+ 04§ .
also
O=utt vttt T T,
=847+

Unsere Gleichung giebt dann **)

pIEETEL
e dt

+zu(e*ax+n’a"+c°3“’+ ntGy + F+ G+ 2+ EiG+ )

+aic CEEFT O+ 5 1@ F PO+ 5, @ F 70

_ *%) Da hierfir T‘Z—=o D. H.
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Wir wollen nun setzen ) .
pE=JX,,
Bt = ¥y,
pf =2,
l";7§=' ¥V, =2,
ptE=12, =X,
l"’g—E=Xv= Fz;

die oben (8. 162) aus den Annahmen 0 = §,, u,, §, hergeleiteten
Gleichungen werden dann .

!I

!‘X t+aw+ay+a,,
V

ut¥ = “d:+ax+ay+az'

y
"Z=ydt+az+ay+a,1

gie stimmen genau fiberein mit Gleichungen, die fiir die Bewegung
einer continuirlichen Materie gelten und in denen X., X,, . .. die
Druckcomponenten bezeichnen; wir sehen hieraus, dass den Druck-
componenten bei einer continuirlichen Materie die Ausdriicke
uwE%, wu?... bei unserem Molekularsystem entsprechen. Erfahrungs-
gemiss ist bei einem Gase, wie bei einer jeden Fliissigkeit, sehr
nahe:

X =V, =2,

VY, =2,=X,=0,
d. h.
=7 =,

nf=C(E=En=0.

Setzen wir u 2 = p == p? = p, so erhalten wir die bekannten,
niherungsweise richtigen Gleichungen der Hydrodynamik:

I"‘"'I

l"’X_“ dt +az’
P'Y'='Pw+—

MZ=-#,,,+@,,

und p ist der Druck, in Uebereinstimmung mit dem oben, S. 154,
auf anderem Wege gefundenen Resultat.®)

%) Dabei ist za .beachten, dass in diesem allgemeineren Falle £, g, £ nicht
die absoluten, sondern die relativ zn u, v, w genommenen Geschwindigkeits-
componenten bedeuten. D, H.
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8§ 1.

Das Gesetz, das wir oben fiir die Vertheilung der Geschwindig-
keiten unter die Molekiile eines scheinbar ruhenden Gases gefunden
haben, lisst sich in gewisser Weise leicht verallgemeinern. Denken
wir uns, dass die Geschwindigkeiten §, %, £ aller Molekiile um die-
selben Grossen u, v, w vergrossert werden, so bekommen wir auch
einen moglichen Zustand des Gases: einen, bel dem das Gas mit der
Geschwindigkeit, deren Componenten u, v, w sind, stromt.

_etmtt

N . “ @t dq dt .

ui o

ist dann nach 8. 149 die Zahl der in der Volumeneinheit befind-
lichen Molekille, deren Geschwindigkeitscomponenten in den Inter-

vallen
E+u und E 4 u 4 dE,
n+v uwnd g+4v +dy,
E+w© und §+w +at

liegen; die Zahl der Molekiile, deren Geschwindigkeitscomponenten

zwischen .
§ und § 44§,
n und 7+ d7,
§ und §+d¢
liegen, ist hiernach
N - —uw'+-(n ::l‘-i— (§—wp

el dE dy dt.
ntad
Das gilt zundchst und streng nur, wenn %, v, w und @« dem Raume
und der Zeit nach constant sind; aber da, wie wir an einzelnen Bei-
spielen (S.154) bereits gesehen haben, die mittleren Geschwindig-
keiten der Wirmebewegung sehr bedeutend sind (mehrere hundert
Meter in der Secunde), so wird dieser Ausdruck sehr nahe richtig
auch -dann sein, wenn u, v, w und « Aenderungen, die nicht gar za
schnell sind, der Zeit und dem Orte nach erfahren.*)

§ 8.
Die Grésse p wollen wir nun auch in die aus der Annahme
0 = &2+ 4, + £ abgeleitete Gleichung (8. 164) einfihren; diese
konnen wir dabei noch vereinfachen. Daraus, dass nahe

-
*) Unter dieser Voraussetzung gelten dann die S. 165 angegebenen Mittel-
werthe, welche Reibung und Wirmeleitung ausschliessen. D. H.



Verhaltniss der specifischen Warmen: G, : C,. 167
e 2 em P2 e 2
===

'—'7_& ‘='€_g = ?’7 =0,

schliessen wir, dass die Geschwindigkeiten §, 5, ¢ nahe gleichmissig

nach den verschiedenen Richtungen vertheilt sind, d.h. dass der

Mittelwerth einer beliebigen Function F(§, %, {) nahe unabhéngig

von der’Richtung der Coordinatenachsen ist. Ist das der Fall, so
muss nahe

und

EE+7+8)=0,
18+ 7+ §) =0,
. tE+T+EH=0
sein, weil, wenn die Richtung einer der Coordinatenachsen verkehrt

w1rd dlese Ausdriicke die entgegengesetzten Werthe annehmen. Die
genannte Gleichung giebt daher

a(¥)

¢ 0=3p — +2p (a + +az
oder, da
? 1 dp a_u+av+aw
p?t-+ oz ' 9y ' 02
a(£)
d
0=3p—; 2,’:41':’

woraus mit Einfithrung der absoluten Temperatur T':

p=RuT,
° dap 8 4T
pdt 2 Tat’
oder
dp _ b de
pdt 3 pdt
folgt.

Wir hatten frither (S. 121) gefunden bei Vernachldssigung der
durch Reibung erregten Wirme und der Wirmeleitung:

C,dT — Mdp =0,

wo (8. 116)
o
T
M=(C, - C’,) g; '=(0p —Cv);7
oT
also

éﬁ(or_l),:.ﬂ.
s \C, T

v
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Diese Gleichung wird mit der eben abgeleiteten identisch, wenn

C 2
P 1 =2=
C, 1 8’

d. h.
S_5
¢, 3
Fiir Quecksilberdampf ist dieses Verhiltniss in der That nach
den Versuchen von Kundt und Warburg®) gleich ":" Dagegen ist

fur Sauerstoff, Stickstoff, Wasserstoff dies Verhiltniss nahe gleich
1,40 (S. 76 ff.). Ueberhaupt hat die Beobachtung fiir dieses Ver-
hiltniss bei allen Gasen, ausser bei Quecksilberdampf, einen kleineren

Werth, als den aus der Theorie folgenden Werth —g— ergeben. Dieser

Widerspruch zwischen Theorie und Thatsache ist aufzukldren; nach
Clausius kann das in einer Weise geschehen, die im Folgenden be-
sprochen wird,

§ 9. .

Wir haben die Molekiile bisher als Punkte angenommen, deren
Bewegung nur eine fortschreitende sein kann. Diese Annabme hat

C
sich insofern als falsch gezeigt, als sie das Verhiltniss -E’i = %

ergab, wihrend es bei der Mehrzahl der Gase einen kleineren Werth
hat. Ebenso ist es, wenn man die Molekiile als Kugeln voraussetzt;
diese konnen sich allerdings drehen; aber durch -die Krifte, die sie
auf einander austiben, kann ihre Drehung nicht hervorgerufen oder,
wenn sie besteht, nicht geéindert werden.**) Es verhilt sich immer
so, als ob sie sich nicht drehen. )

Anders ist es, wenn die Molekiile eine andere Gestalt besitzen;

C
dann kann —01 einen anderen Werth haben. Es ist dieses Ver-

14
hiltniss gleich dem der Wirmemengen, welche dem Gase bei con-
stantem p und bei constantem v zugefiihrt werden miissen, um es
von einer Temperatur auf eine andere zu erwirmen. Jene Tempe-
ratur sei der absolute Nullpunkt, die zweite sei 7. Die zweite
Wirmemenge ist dann die Energie U des Gases bei T (8. 75), die
erste ist U pv; also

*) Kundt und Warburg, Pogg. Ann. Bd. 157. p. 368.
**¥) Da kugelfsrmige Molekiile immer mit Centralkriften auf einander
wirken, D. H,
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Ferner ist nach einem Satze der Mechanik:

U=0,+ 0,
d. h. gleich der Summe der lebendigen Kraft der progressiven und
der der Rotationsbewegung, und es ist

Up = 5 m(E + 7t + ) = 3 2me,

wo m die Masse, , %, { die Geschwindigkeitscomponenten des Schwer-
punktes eines Molekiils sind. Andrerseits ist

p=uk,
also, da
Zm
V= T )
pv =2mg2’
d. h.
2
Y = U,
und daher

§ 10,

Fir U, = O erhilt man hieraus:

Q

p_5
C,~ 3
GP

wie vorher. In allen anderen Fillen ist T kleiner als % und es

U,
kommt darauf an, das Verhiltniss 77" zu bestimmen. Zu diesem
P

Zwecke muss man die Wahrscheinlichkeit eines jeden Bewegungs-
zustandes eines Gasmolekiils kennen. Durch den

Schwerpunkt eines Molekiils denke man sich die Fig. 15.

drei Haupttrigheitsachsen;. p, ¢, r seien die ¢ il
Drehungsgeschwindigkeiten, P, 0, R die Trig-
heitsmomente fiir sie; dann ist die lebendige
Kraft des Molekiils gleich

1 , <

7 (mE+ 02+ &) + Pr + 04 + Br)
Die Richtungen der Hauptachsen lassen sich y
durch drei Winkel &, /, ¢ bestimmen, von
denen der erste zwischen O und =, die beiden anderen zwischen O

und 2z variiren.*) Man setze die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
bei einem Molekiil

¥) Kirchhoff, Mechanik, Fiinfte Vorlesung.
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EnbdlHhopnaer
in den Intervallen
dﬁ, dn, df, d9, df, de, dp, dq, dr
liegen, gleich
_ m@E+ P40+ Pp 4 Qo'+ R
const e « adg dyn df sin 8 dd df do dp dq dr,

so lidsst sich beweisen, .

1) dass keine Richtung des Raumes vor einer anderen aus-
gezeichnet ist¥),

2) dass die genannte Wahrscheinlichkeit durch die Stésse nicht
getindert wird. **)

Man kann daher den aufgestellten Ausdruck als den der scheinbaren
Ruhe des Gases entsprechenden annehmen; der Factor const. ist da-
durch bestimmt, dass der Ausdruck gleich Eins wird, wenn man ihn
integrirt nach den einzelnen Variabeln

von — o0, —0©, —,0, 0, 0, —o0, —00, — 00
bis 4 oo, 4+ 00, + 00, =, 2%, 27, 4 00, 4 o0, 4 0.

Die Zahl der Molekiile, bei denen §, %, £ p, ¢, r in den Intervallen
d§, dn, dt, dp, dq, dr liegen, ist daher

_ mE+ 7+ +Po*+ Q" Rr?
C.e « dt dy dt dp dg dr.
Hieraus folgt
1 _ m@+r+I04 Pri4 et RA .
L © j (Pp*+ Qg+ Rr)e & dgdndtdpdgdr
U—;= I= _ m@+ PO+ Pt @R
(6) | m(E+nt+Lhe a dtdndtdpdgdr
Man setze .
EV”‘ =,
7 V’T’ = 71’)
EVm =t
pVP =p,
V0 =4¢',
rVR =r',

dann wird dieser Bruch gleich

#) Durch Transformation der Coordinatenrichtungen 2, y, 5. D. H.
*#) Durch Berechnung der Wahrecheinlichkeit des Bewegungszustandes
zweier collidirender Molekiile vor und nach dem Stoss. D. H.
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® _EM A p g
® [ +qt+re “ ag’dy' at ap dg ar

® §rtnr i bp 2t g rtre
OF FORE T BE F4Y a At dy dg’ dp’ dq’ dr

d. h.
U,

=1,

Uy

da im Zéhler und im Nenner nur die Bezeichnung der Integrations-
variabeln verschieden ist; mithin

C 1

g=14+1.

§ 11.

Nun sei das Molekill ein Rofationskérper und die r-Achse die
Rotationsachse, wobei P == ( wird. Bei jedem Molekiil kann dann r
durch nichts geéindert werden®) und es verhdlt sich so, wie wenn
bei allen Molekiilen r == 0 wiére. Um fiir diesen Fall die aufgestellten
Ausdriicke und Gleichungen giiltig zu machen, haben wir #berall
das Differential dr fortzulassen, » — O und iiberdies P == ( zu setzen.
Demnach ist hier

+e B 2 e e = e

® [t +ae = arararagdd
v~ = et '
® [+ +ene S aydyar dy do’

-—®

Der Zihler ist 2mal, der Nenner 3mal so gross als ,
PR e wh i of Yt o i o B

®) [§2e o dt’ dyn’ dt’ dp’'dq’,
mithin
U 2
U =73
und ?

C, 2
- PR
(T,_l'l's

Diese Angaben sind zuerst von Boltzmann**) gemacht.
Dieser Werth 1,40 findet fiir Sauerstoff, Stickstoff, Wasserstoff
und viele andere Gase, die die Chemiker als zweiatomig betrachten,

*) Da jeder Stoss durch die Achse des Molekiils geht. D. H.
**) Boltzmann, Sitzungsberichte der Wiener Akademie. 74, p. 653, 1878.
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statt. Ein Molekiil eines solchen Gases kann man sich daher denken

als eine starre Verbindung zweier kugelférmiger Atome. Bei mehr-
C

atomigen Gasen ist E’E kleiner, bei einigen nahe gleich 1,33. Queck-

silberdampf betrachten die Chemiker als einatomig und es ist ja auch
in der That bei ihm g’—’ gleich dem zundchst gefundenen Werte %-

Das ist eine merkwiirdige Bestitigung der denkbar einfachsten
Hypothese iiber die Beschaffenheit der Molekiile.



Sechzehnte Vorlesung.

Reibung und Wirmeleitung eines Gases. — Die Function @ wird quadratisch
oder kubisch angenommen, und die Aenderung, welche ihr Miételwerth durch
die Zusammenstdsse der Molekiile erleidet, zuerst aus der Grundgleichung be-
rechnet, sodann durch directe Betrachtung der Vorgiinge beim Zusammenstoss
zweier Molekiile. — Integration der Gleichungen fir die relative Bewegung
zweier Molekiille mittelst des Satzes der Flichen und der lebendigen Kraft. .—
Die Molekiile stossen sich mit einer Kraft ab, welche umgekehrt proportional
ist der finften Potenz jhrer Entfernung. — Ablenkung durch einen Stoss. —
Aenderung des Mittelwerthes von Q durch alle Stdese.

§ 1.

Die Jetzten Gleichungen, die wir, aufgestellt haben, geben nicht
Rechenschaft von den Erscheinungen, die man der Reibung und der
Warmeleitung zuschreibt. Um diese zu umfassen, milssen wir die
kleinen Grossen E7, £ — %2, ..., die wir (S. 165) vernachlissigt
haben, berticksichtigen.*) Um das zu konnen, miissen wir die

Stosse der Molekille ndher verfolgen und PD—(Z fir 0 =2%§2 &7,
E (2 + n2+ ¢> und die #hnlichen Ausdriicke berechnen. Zu-

nichst wollen wir den Werth von —DD—?- aus unserer Grundgleichung
bilden.

In dem Ausdrucke fiir %(tz wollen wir

r=f=1%,

=tE=En=0
setzen.**) Es wird dann nach S. 162
DQ _dQ Qaduw_9Qadv _ 9Q dw

Dt dt ouw dt ov dt ow dt
Lofu(Eo -2+ L2 tu(70- 7 22))

u ox
L2 lu(to—722)

+2 (569 + 56 + 262))

*) Die folgende Untersuchung geht wieder von der Annahme punkt- oder
kugelférmiger Molekiile aus. D. H.
¥¥) Was als eine erste Annitherung erlaubt sein wird. D. H.

=
nE =
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Wir machen nun zuerst
0 =E&?=§ 4 2uf 4 2,
§.= u? + E_zy

. E0 = 2ufy,
’7_0 =0,
£0 =0,
also durch Substitution und gehdrige Vereinfachung:
DEF _ (”) » ou
Dt p 3.1:
Mit demselben Grade der Genaulgkelt hatten wir aber S. 167 ge-

funden
P
( > (@20

Dgt ow
Dt = b—x - _(a + a?)) :
Wir machen dann

£i==ﬁ.m=(u+E)(v+n)==uv+un+vE+§n,

0=

also ist

also
Dy P(ao ou

%) In den letzten drei Gleichungen ist noch n#herungsweise £, 7 £ und g £
gleich Null gesetzt. D. H.




Q@ eine Function dritten Grades.

§ 2.
Wir machen endlich
0=§GE+ 0+ &)
= u(u? 4 v? 4 w?)
+ Bu? + v 4+ wd)E + 2uvy 4 2uwi
+ Buf2 4 un? 4 uf 4+ 20En 4 2wkg

175

+ EE + 7'+ &),
0 =u(u? 4 v* 4 w?) 4 H5uf?,
&=3u’+v2+w’+5?,
3‘9_ = 2uy,
%g= 2uw,
EO=(But+ v + w)E 4 E2(E' + 2 + £7),
70 = 2uvn?,
t0=2uwt,
also
BB —TET T+ DB F
oder, da, wie im nichsten § bewiesen werden wird, anniherungsweise
| B3P
und
Ep=F=§F,
so ist
£0—8 %% =0
und ebenso:
10—72% 072 o

Darnach erhalten wir:

O d('p_)
DE:(E:';;’I: +Ct)= u_% (ax(aag)_*_ ( )+3Z

Aber

ferner:

i)

nach der schon bei der Bildung von _Etl: benutzten Glei-
chung ist:

d(‘”)

101’(6_'_ +az
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2 (50) + % (%2) +5 (%.?,)

(’) ’

+2 +2
+2u;——+2va“<
+2u +2

also, wenn wir die erste dieser bexden Gleichungen mit u, die zweite

mit f—:— multipliciren und beide addiren:
D &+ nt+ &) p, (3% 1 (ou , dv , Bw
DREEEAIEE) —a 2y (2 - 3G+ 2+ 52)

2(5)
oz

+220(Qi 40 +220(@e+ 0 +52

Diese Gleichung ldsst sich kiirzer schreiben:

Dmﬁ;ni‘*‘_@;: DE|+2 D§|7l|+2 Dflgl P (_)
"Dt

Dt 'y. 8::—

§ 3.

Wir haben zunichst noch eine Erginzung der Rechnung vor-
zunehmen. Wir haben im vorigen § die Gleichungen

—3FF
Ein? = E27 = E?F?
‘benutzt. Wir wollen sie nun beweisen. Es ist nach dem hier an-

nihernd giiltigen Maxwell’schen Gesetz der Geschwindigkeitsverthei-
lung (S. 149)

e _berir
gl:(a—;ﬁff. Ee 7 dtdyadg,

wo nach S. 151

und

@=L E = 2E

Wir zerlegen das Integral in drei Factoren, indem wir es setzen gleich

-0 _ E ™ g 2
JeFa( [ Fa)
Wie wir gesehen haben, ist*):

*) Man setze S, 151 v = £ und integrire von — 0o bis 4-0o. D. H.
«
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’O ___?__ ao_g
ﬁ"’"% "'d§=";"‘a2 fﬁ"e “dE

.
—® —

und

ferner
1= 7 2
( je - dn) = alx;

Fotaka@,

also ist

Ferner ist*)
_b4rip -

-+
2W=(—a—;—ﬁff g'nle “  dE dy d¢

2 +me1 -

=(TI——V;)’ (‘j-tg;e_%dﬁ) fe_ “gg

- (.T;};—)* G Vr)eV=
e o

§ 4.
Um aus den abgeleiteten Gleichungen Nutzen zu ziehen, missen
D9
Dt ?
gedriickt haben, noch auf eine andere Weise, nimlich durch Unter-
suchung der Stdsse auszudriicken suchen.

Wir betrachten die Bewegung zweier materieller Punkte, 1 und 2,
denen wir zuniichst die verschiedenen Massen m, und m, beilegen
wollen, und die eine von der Entfernung r abhéngige Anziehungs-
oder Abstossungskraft auf einander ausiiben sollen. ¥ sei das Po-
tential dieser Kraft, (x,, y,, z,) und (z,, y,, 2z,) seien die Oerter
der Punkte zur Zeit ¢. Dann ist

wir nun die Grodssen die wir durch sie auf eine Weise aus-

*) Die folgende Berechnung lisst sich abkiirzen durch die Ueberlegung, dass:
=8 n=§¢g. D H
Kirchhoff, Theorie der Wiirme. 12




[ )

178 Sechzehnte Vorlesung.
dtz ov
my dt" a}::
ar ov
™ dg' oy’
a2y __ oV
1 di 08’
m dz, 0V __ 9V
AR T gy P
m dty, __ 0 Vv____ oV
290 T Gy, oy’
dtz, 0V _ oV,
2 dtr 02y 0z,

Hieraus folgt
: mx, + myx, = at 4 a’,
myY, + my, =Bt + §,
mzy+ myz, =pt+y’
Das sind die Sdtze von der Bowegung des Schwerpunktes. Wir
setzen ferner

z, — x =z,

Yo — ¥ = Y,

Zy, — 2 =2,

. 2t 4 y? 4 22 =12
x, y, z sind die relativen Coordinaten von 2 gegen 1; wir konnen
sie, um die Vorstellung zu erleichtern, ansehen als die absoluten
Coordinaten eines Punktes.
Dann kommt
d'£=m,+m,al7 my+me dV x

also

dit mymy, ox myng dr r
dry m4m oV __mA4mdV y
. att = “mme dy ~ mymg dr r
dtz m+me 0V m 4 my dV 2
at* = “mymy 09z mgmy dr r
Hieraus folgt
ds dy
dz dz "
Zar — % a? =9
z %Y

E“yﬂ=9'
Das sind die Flachensitze.

§ 5.

Wir nennen in einem neuen Coordinatensystem*) mit dem An-
fangspunkte des alten a, b, ¢ die Coordinaten des Punktes, dessen

*) Mit festen Achsenrichtungen. D, H.
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Coordinaten im alten z, y, z sind; es bleiben diese Gleichungen
dann richtig, wenn wir @, b, ¢ an Stelle von z, y, z setzen und den
Constanten g¢’, ¢”, ¢”' andere Werthe geben. Das System der g,
b, ¢ bestimmen wir so, dass erstens fiir t =0 -

. c=0

und )
' de

at =Y

ist; dann wird

de ab
bit @ =0
da de
€ a2 —atﬁ=0,

a8 __pde__
it %@ =9

d. h. (durch Multiplication der Gleichungen mit a, b, ¢ und Addition)

ge = 0,
also immer
¢ =0.
Die Bahn ist also eine Ebene, und zwar die ab Ebene.
Es soll zweitens fiir ¢ = O sein:

b
a =%
b>0,
a>0,

:—:<0, also ¢ > 0.

Da a? 4 b? = r? so kdonnen wir setzen
a =1y cos 9,
b = rsin &,
da=cos &dr —rsin &d¥,
db = sin & dr 4 r cos ¥ d9,
woraus folgt
* rd® = gdt;
mithin wéichst & mit #
Wir haben ferner durch Integration der Bewegungsgleichungen

auf voriger Seite:
my + my 2 dz*+ dy* + ds
2 iy g V+h att
. dat4 dbt _ drt 4 rdor

= Tar T a0

das ist der Satz von der lebendigen Kraft. Damit ist das 'Problem

der Bewegung der Punkte auf Quadraturen zuriickgefiihrt.
: 12*
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§ 6.
Es ist & durch » auszudriicken durch

do = gdr :
my + my _
i—’/r‘(? T V4 R)— gt

Nun wollen wir annehmen, dass fiir =0 r als unendlich zu be-
trachten ist*); ist die in ¥ vorkommende additive Constante so
bestimmt, dass ¥V fiir r == oo verschwindet, so wird

da\?
hZ = ET)
fir £ =0, also A reell; wir nehmen es (was wir diirfen) als positiv

an; es ist, wenn &, %, §,, &, 1,, {, die Componenten**) der Ge-
schwindigkeiten sind:

h= V@z—— g:)“f :F (e — 1) + (6. — 51)i
fiir / = 0 und auch

da
h=—
fir £ =0. Setzen wir noch b = b, fiir = 0, so wird damit:
g=>0byh

und daher

r

bohdr

o — .
/i]/#(e'l’,in""T:”' V -+ Bt) — bthert ’

@

die untere Grenze haben wir oo gesetzt und dadurch ausgedriickt,
dass fiir t=0, d. h. r = 0o, & verschwindet, was der Fall sein
muss, wenn die beiden Molekiile aus unendlicher Entfernung in end-
liche kommen sollen.***) FKiir hinreichend kleine Werthe von ¢ ist
der Quadratwurzel das negative Zeichen zu geben, weil r anfangs
abnimmt und © immer wichst, wenn ¢ wiichst. Wird r gleich einer
einfachen Wurzel der Gleichung
LS )t =,

so muss hier das Vorzeichen der Quadratwurzel wechseln, weil von
da ab r mit ¢+ wachsen muss.{) Im Laufe der Zeit wiichst dann r
wieder bis co. Dadurch werde schliesslich aus & &’; dann ist1t)

*) Im Verhiltniss zum Radius einer Wirkungssphire. D. H.
**) In Bezug auf das urspriingliche, ruhende Coordinatensystem. D. H.
*¥%) D. h. die Molekille miissen gerade aufeinander zufliegen. Denn sonst
wiirden sie in einer Entfernung aneinander vorbeigehen, die unendlich gross ist
im Verhiltniss zom Radius einer Wirkungssphiire. D. H.
1) Denn die Quadratwurzel muss fir alle Zeiten reell bleiben. D. H.
++) Der Winkel &' misst die Ablenkung, welche die Richtung der relativen
Geschwindigkeit der beiden Molekille durch den Zusammenstoss erfahrt. D. H,
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9 =2 L bQ_",d_"_k, )

]/#(2 ""‘*’"" v+ h')—bo'h'r'

r

wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist und r die grésste Wurzel
der angegebenen Gleichung bedeutet.

Hat diese Gleichung aber keine reellen Wurzeln, so wechselt
die Quadratwurzel garnicht ihr Vorzeichen, r nimmt unbegrenzt ab
und die beiden materiellen Punkte fallen schliesslich zusammen.

§ 7.
Aus einem spiter anzugebenden Grunde (vgl. unten § 10 und
18. Vorlesung § 1) wollen wir

Ve — m, m2 T pory
annehmen; das entspricht nach den Gleichungen S. 178 einer Ab-
stossungskraft, die proportional mit ,-ia ist, wenn K positiv, einer

Anziehungskraft, die auch mit % proportional ist, wenn K negativ.
Die fragliche Gleichung ist dann

+
2R

4 p 22— T T T
r by*r? = ——;

r? = b? +’/b., mlj;"”f ot

Ist X positiv, so ist einer der hierdurch dargestellten Werthe von r
immer reell und positiy, die beiden Molekiile entfernen sich also
immer wieder von einander; ist X aber negativ und

— (my + my) K > hbo‘

?

d. h.

8o ist keiner ;von den Werthen von r reell und die Molekille stiirzen
schliesslich in einander. Wir nehmen aus diesem Grunde X positiv an.
Setzen wir

und

80 wird

L 8,=?/v—%_‘—,
xt
1—a2'— g
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wo die Grenze x die positive, reelle Wurzel der Gleichung ist:*)

xt
1 —a? — =0
Es hingt hiernach &’ von der einen Variabeln « ab, die selbst pro-

portional mit b, Y4 i8t; €8 jst &' ein ganzes elliptisches Integral
erster Gattung, dessen Modul durch « bestimmt ist.

Aus 8 finden wir zundchst die Werthe vou gd—': und % nach

dem Stosse; hier ist r %‘:—::-O, obwohl r unendlich gross ist, da

, ‘fd‘:. - f-, und daher nach den Gleichungen 8. 179

da , ar
ar —cos 9?5,
ab . , ar
m—=sm i dt?

oder, da nach dem Satze von der lebendigen Kraft nach dem Stosse:

ar

at = Th

da ,
dt=hcos0,
ab . p
a—t—=hsm8.

Allgemein haben wir nun nach 8. 179 die Transformationsformeln:

dx da ab

at = af o8 (za) + 45 cos (z),
dy da b

4t = ar o8 (va) + 5 cos (yb),
dz da

db
I = a7 ©08 (za) + ;i cos (z0).
§ 8.

Die Werthe von Z—f , g:!, ;—: vor dem Stosse nennen wir

£, 1, &, nach dem Stosse §', ', £’ und berechnen mittelst der letzten
Gleichungen &', n', §" aus &, 7, { Es sind cos (xa), cos (y @), cos (za)

dann gegeben durch*¥)
E = — hcos (za),
7= — hcos (ya),
§= — hcos (za).

L]
*) Eine andere Wurzel ist negativ, die beiden letzten imaginir, D. H.

**) Ergiebt sich durch Einsetzen der Werthe, die fiir ¢ = 0 gelten. D. H.
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Wir setzen ferner:*)
cos (xb) = sin (za) cos ¢ , (dzab),
cos (yb) = sin (ya) cos (p + B), (dyad),
cos (zb) = sin (za) cos (p + p), (4 zab),
mit der Bestimmung, dass (.ra), (ya), (za) zwischen O und = liegen,
ihre sin also positiv sind. Dabei ist:
0 = cos (xa) cos (ya) + sin (xa) sin (ya) cos ﬁ, (4 xya),
0 = cos (zu) cos (za) 4 sin (xa) sin (za) cos y, (dxza).
Folglich durch Benutzung der gefundenen Werthe ¥ig. 1.

von (za), (ya) und (za): ¥
0=§n+ VB —E YA — 72 cos B, \
. O=Et 4+ Vh*—E YVh:— g cos p,

d. &
cos f§ = — S =, "
Vh’ — & Vh' -t
CO8 Yy = — _ . — gcf‘f————, . b

Vhe — g2 Ve — ¢
und es wird, wenn man nun in die obigen Coordinatentransforma-
tionsformeln die Werthe einsetzt, welche nach dem Stoss gelten:**)
£’ = — Ecos & 4 Yh'—E?sin &' cos @ ,
7' = — 7 cos &' 4 YA — 7 sin &’ cos (¢ + B),
g = — Ecos® 4 Yht — £ sin 8 cos (¢ + 7).
Nun fithren wir mit entsprechender Bedeutung (vgl. S.180) die

Zeichen §,, &,, &/, £, . . . ein; dann jst nach den Schwerpunkts-
sitzen '

m &+ my§,' = mE, + myE,
g|'_ gz'= - glr
g[ - gz = - E
Folglich mit Elimination von §, und §,":

gl'= gl m, 1',,, (E - L')

und, wenn man die Indices 1 und 2 vertauscht und — §, — ¢’ fiir
g, £ schreibt:

Aber es ist:

*) Die Bedeutung der Winkel ¢, B, y ergiebt sich aus der Beriick-
sichtigung bekannter Formeln der sph#rischen Trigonometrie, wie aus Fig. 16

ersichtlich, Hierbei sind die Dreiecksseiten (zy) = (y2) = (s2) = (ad) = ;—-

D. H.
" #%) Hierbei ist zu beachten, dass die Winkel (za@) u. s. w. fiir alle Zeiten
constant sind. D. H,
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b=b+ o 6 ).

Hieraus folgt:
b= b+ ot (2 008 5 & — VAT — ¥ sin 9 cos 9),
ry e Ty i o
m,’-’ll-'m,(2 cos? -y — J/h* —7* sin & cos (9 + 8)),

&'=¢, 5'-1_;_'»";’ (2 cos’%—lg — Vb* — g sin' 9 cos (p + 7)) .

n=n +

Es hiéngen hiernach die geiinderten Geschwindigkeiten §,’, 5,,, §,’ ab
von &, %, § und &, u,, {, (némlich von &, , {) und von ¢
und 5,.*) Von ¢, (dem Anfangswerthe von @) hingen sie nicht ab;
sein Werth bedingt aber den Augenblick des Zusammenstosses; dieser

findet statt zur Zeit**)
ay

= -

h
In dem Zeitelement von ¢ bis ¢ - dt werden also die Geschwindig-
keitscomponenten §,, %,, {, iibergehen in jene &, ,, &, falls in
dem Raume, in dem @, von k¢ bis At 4+ kdt¢, b, von b, bis b, 4 db,,
@ von ¢ bis ¢ | do wichst,***) ein Molekiil liegt, dessen Geschwin-
digkeiten §,, %,, §, sind. Dieser Raum 1) hat das Volumen

hdib, db, do.

8§ 9.

Wir stellen uns nun der Reihe nach die Molekiile in der von
vorneherein gewihlten Volumeneinheit vor, deren Geschwindigkeiten
dem Gebiete d§,, d7,, df, angehdren; ihre Zahl ist bei der gewahlten
Bezeichnung '

fi(8is miy &) @E, dy, di,.

Wir betrachten jedes von diesen Molekiillen als das Molekiil 1 und
sehen zu, ob in dem entsprechenden Raume
h dt b, db, do

ein Molekiil 2 vorhanden ist, dessen Geschwindigkeiten in dem Ge-
biete d§,, dn,, df, liegen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein solches
Molekiil vorhanden ist, ist fiir jeden einzelnen Fall )

#) Denn &' ist nach 8, 181 durch b, und 4 bestimmt, wobei At==§gt-} 5t {2,
und § und y sind duarch die Gleichungen 8. 183 gegeben. D. H.

**) Da a, unendlich gross ist im Verh#ltniss zum Radius einer Wirkungs-
sphiire und auch im Verhdltniss zu b,. D. H.

*%¢) sur Zeit ¢ =0, D. H,

1) Ein unendlich kleines rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Kanten
hdt, db, und bydg eind. D. H.

++) Die Functionen f sind in diesem und in dem vorigen Ausdruck mit ver-
schiedenen Indices versehen, um den Fall mit zu umfassen, dass die zusammen-
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=h dt by db, do [,(§y, My, &) A&, dn, di,;

daher die Zahl der Fille, in denen ein Molekiil 2 der bezeichneten
Art angetroffen wird, im Ganzen

= [, g, &) A€, dny 48y [,(&;, M, &) dE; Ay dE, b dt by db, do

» = q,

Nun sei wieder ( eine Function von §,, %,, § und¥)

Nl(_' =J_‘Z70 fi(&, m, §) 4§, an, d§;;

es handelt sich dann darum,

D,Q
N, 7y dt

zu finden,**) d. b. den Zuwachs, den das Integral N, 0 durch Stésse
mit den Molekiilen zweiter Art im Zeitintervall d¢ erleidet. Es sei
0’ dieselbe Function von §/, %", {', wie O von &, %,, §; durch
jeden der Stdsse, deren Zahl wir # genannt haben, wird das Integral
N,0 um Q' — Q vergrossert; der Theil von ¥, DT? s
a Stossen herriihrt, ist daher

(O— 0) £y my &) a8y dny a8, [,(Exy 0y o) A8y Ay AL, h by db, do.

Wir erhalten ¥, Dﬁ? selbst, wenn wir diesen Ausdruck integriren
2

der von diesen

in Bezug auf _
® von O bis 2z ,

by 0 o ,
§,, My & — o© + oo,
Eis s & — o0 + oo.

Aehnlich findet sich 11’;.5..
|t

stossenden Molekiile verschiedener Natur sind. Findet der Stoss zwischen zwei
gleichartigen Molekilen statt, so werden f; und f; identisch. D. H.
*) N, st die Zahl der Molekiile erster Art in der Volameneinheit. D.
**) Hierbei ist gesetzt:

D@ D,Q Dt@ °
Dt "D T Dt
indem unterschieden wird, ob der Zusammenstoss mit einem Molekiil erster,

zweiter . . . Art erfolgt. Durch die Untersuchung des zweiten Gliedes allein
wird offenbar zugleich die Erledigung des allgemeinen Falles ermdglicht. D. H.
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§ 10.
Wir wollen diese Integrationen zunichst ausfithren, indem wir
0=
setzen. Dann ist: l
0"_ 0 = g| - g|

und nach S. 184

&’ S5 . ’
T om +m (9‘50“2 o (2 — &) —Vh*—E sin & cosqa).

Die Ausfiibrung der Integration nach @ ergiebt
4n ——Mcos’ 5 (E,—E)

Die nach b, erfordert dle Bxldung von -

@®

fh by db, cos’%—;

0
wir haben aber S. 181 gesehen, dass &' eine Function von « ist, wo

a=Vhb, I/(m,-l-m,)K"
durch Emfﬁhrung von ¢ wird also:

(-4

jh by db, cos? %=;/(_m, +m)K | dacos”’—;—
0 0

Das nach ¢ zu nehmende Integral ist leicht numerisch zu berechnen;

die Integration nach b, ist also ausfihrbar, so dass & ==}E*+ 9+ ¢
in dem Resultate verschwindet; das ist nur der Fall bei dem von
uns fir die Molekularkriifte angenommenen Gesetze. Maxwell®) hat
berechnet

®

47zfa de cost T — 2,659 = 4,.

Hiernach ist

'/f(() — 0) h by dby dp = 4, I/,',,m‘, my (€, — &)-
Die Integrationen nach §,, %,, &, &, 7, §, lassen sich nun un-
mittelbar durch Einfilbrung der Mittelwerthe bewirken. Nach der
Definition der Functionen /; und f, ist ja:

S A, 8 at an, ar =,
S i m &) dk, dany at, = W,
S € mo 8) ak an, a6 =E N,
Jearin n & aty an at, =6 ¥

*) Phil. Mag. 35, p. 144, 1868,
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So findet man fiir 0 = §,:

gl = U,
gz = Uy,
. Nymy =g,
gesazt wird:
. D . —_—
D’j‘ = Il/ml_*_m B (uy — uy)
Ebenso ist
D —
Tl:% 'l/m,+m (4 — u),
Digy _
By =0, .
D&,
—D”T’ =0.

Aechnliche Gleichungen gelten fiir die der y Achse und der z Achse
perallelen Geschwindigkeitscomponenten.

§ 11.

Wir setzen pun fiir 0 gewisse Functionen zweiten und dritten
Grades von £,, %,, {; wir wollen uns dabei aber auf die Betrachtung
eines einfachen Gases beschriinken.**)

Wir setzen zunichst

0= g|2-
Dann ist, da nach S. 184 hijer:

E =& + & cos’%' - -;—Vk" —E?sin 9 cos o,

en
j & — &) dp=2n (288 co T B oost T4 L (w2 — ) 6in? 97),
[

oder, da

.

& &’ 1 .
4 2 - 29
cos® - = cos® 5 7 s 3,
2n

Sty ap=2m (b& + 28) o % 4 1 (2 — 387 sin? 9)

(]

=2 (82— £ e0s?® - (m, — )+ (& — ) — 2(E,— ) sin?9").

*) D. h. durch die Zusammenstdsse von Molekiilen gleicher Art wird der
Mittelwerth der Geschwindigkeitscomponenten dieser Molekiile nicht ge@ndert,
" wie natiirlich. D. H.
**) Also wird m,=m, =m, ferner f; und f; identisch, im Folgenden mit f
bezeichnet, D. H,
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Nun hat man mit 4, db, zu multipliciren und von b, =0 bis
by = co zu integriren. Man erhilt dann die Summe zweier Glieder,
von denen in dem ersten das schon S. 186 betrachtete Integral

fhbo db, cos? ‘12' ,
° o
in dem anderen das Integral .

w

fhbo db, sin? &' = ¥V2m K [e dasin? @’ i
0 0

vorkommt. Maxwell*) hat berechnet:
zfa da sin? 9’ = 4, = 1,3682.
. 0
Multiplicirt man mit
Fyy niy &) aky dny agy [(§y, myy &) 48, dmy d,

und integrirt von — oo bis 4 oo, so treten wieder die Mittelwerthe
auf; da hier &= §,? ist, so verschwindet das erste von den beiden
genannten Gliedern und man erhdlt den gesuchten Werth:**)

%E;-' — 4y 2y " E N =2 G — 26 6 — 28, — 2634+ 4E,E)

=4,V E w6 — 267 — et 66— 2RE)) .
§ 12.
Nun setzen wir
0=E§ M-

Den Werth D—IE)'% kann man entweder direct, nach dem obigen Ver-

fahren, oder auch aus dem Werthe von fot'—’ folgendermaassen finden.

Man fiihre ein neues Coordinatensystem ein, so dass (bei Fort-
lassung des Index 1)
E=F8a + 78+,
n=~8ea+ 78, + {7,
E=Eay+ 0B+ s
DE

und fithre auf beiden Seiten der Gleichung fir —%- mit Hiilfe dieser

1 ec
**) Die Klammer rechts ist die Entwicklung des Ausdrucks:

(me— )P4 (& — &) — 2 — &)t D H
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Gleichungen §’, 7', ¢ an Stelle von &, y, { ein. Vorher trans-
formiren wir die genannte Gleichung in folgende:

D ) EwF+ T+ — @+ 77+ D — 3@ — D).
Sxe wird dann )
Dg “|2+ ﬂt + 2"i‘2 ﬂl}'l

+2= Dg;’e o+ 22 —"“ “1!51
— 4, 1/2—mu[§—"+77’+€_’—(§’?+7717+ff)'

—3{E@ —ED) e+ @ —TM B+ —ED 2’

+ 2 (ﬁ—’?_g) B n+2EE—EE)7 -2 (El—’i’—g’?)“l ﬁlz]
Daraus folgt unter Anderem:*)

2‘5_1;1_1=__ ‘42’/12%‘!‘3(&1—"1—&_1;1_1):

wo die Striche fortgelassen sind und der Index 1 wieder ein-
gesetzt ist.

§ 13.
Wir setzen endlich
0= (glz + 7?4+ §|2)-
Nach S. 184 ist wieder: )
' =& -+ & cos? % — %;/h"'— E? sin &' cos ,

n=mn+n 6082% — %V’t*— n* sin & cos (¢ + B),

& =& + ¢ cos? % —_ %Vh*——_gz sin & cos (@ + ),
wobei :

D &
cos f§ = Vi i Vie_ i
115
cosy = T VR—p V=g

Man findet dann zunichst, zum Zwecke der Berechnung von 0Q':
By = (Bt Eeost L) (nmeost § )+ (6 + £ oos? )
-3 sin® (B~ %) o0 g+ (K—71%) cos? (9 B)+ (4 — £) cos* (p+ 7))
—sine'((sl+scos?%’):/f?’fgzcosq>+(n.+ncos*‘»§'»);/h*——ﬂ*cos(¢+ﬁ)
+ (& + cos? ) VA= 2 cos (9 + 7)-

*) Da die Coefficienten von «,f, auf beiden Seiten der Gleichung einander _
gleich sein miissen. D. H.
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Benutzt man nun die Relationen

2n

fcosq)d¢p=0,

0
2n

Jeos (9 + ) a9 =0,

25

cos @ cos (¢ + ) dp = = cos B,
0
2a

.f0082(¢+ﬁ)d9>=m

cos @ cos? (@ + f)de =0,

0
W=+ B,
80 findet man hieraus:

2n

;1—,,6/.&.’ E 22+ 8) do
— (5 eow®) ((+ Eeor )+ (o weost 3
+ (6 + € o2 &Y' Lagin? 8.)
+ 3 sinro’ (6 + 5o ) (2 — 1) — (o cot &)

e
— (& + geow §) EE),
oder, da :
8’ 9’ 1.
47 = 2 2 4
cos® cos® - 4 5o 9,

so ist:
"
%J E &2+ 8 de
= (& +Eoosr D) (Brtnito 2 (Bhbmtts +5)eonty)

—{—%sin2 {)'(h"g, — E (8§, +’7"71+§§1))-
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Mithin wird:

n

%,ﬂo’~ 0)-dg
(1]

'=§l;./(§1’(§|'2 + 04+ 8") —EE + 02+ £Y) do

= (& + £ (9 + 2(68,+ mm,+ ) HEE 0+ E)) ot T
+ 1 sin? 8" (B(§, — &) — BE(EE, + 7wy + &8))
oder, da;")
WA 2088 4+ g+ 88) =86+ 12+ & — §2 — n:—§?%

so wird der vorige Ausdruck:
(g'z (E22 + 224+ 6Y) —§ (512 + 924 §,")) cos? %

+ _:," sin? & 25, (82 + n* + &%) — 51 &+ 0+ 6
— & &E + mm 4+ 68
+25E + 07+ 67 — LG + 02+ 6

- EBEL+mm+ 8-

Indem man die iibrigen Integrationen ausfithrt,**) findet man hieraus

DE (82 ne ? K E(F 21l 21 %31 £ 2] F 2\

BT E) )5 (B G ) — 2B 6D
— 2 2+ nEn + g_lg_lg_l))

*) Wegen E=¢&—&y n=m—m, t=bL—&. D. H.

**) Die Integration nach b, ergiebt 2 Glieder, von denen das erste den
Zahlencoefficienten 4,, das zweite den A4, besitzt., Bei der nun folgenden In-
tegration verschwindet das erste Glied, weil die Mittelwerthe von §, (& 47,2+£,?)
und von §; (&' + 7, + £*) einander gleich sind. Das zweite Glied vereinfacht
sich durch die Beriicksichtigung der Mittelwerthe, indem z. B,

Ebi=bb =hit =6 D. H.
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Vergleichung der auf zwei verschiedenen Wegen erhaltenen Resultate. — All-
gemeine Differentialgleichungen fiir Reibung und Warmeleitung. — Zahlen-
werthe aus Beobachtungen. — Gemenge von zwei Gasen. — Partialdrucke. —

Diffusion.
§ 1.
Wir vergleichen nun die jetzt fiir
DE: Déim DR it b
Dt Dt Dt

gewonnenen Ausdriicke mit den frither abgeleiteten. Dabei geben
wir den Zeichen §, %, {, die wir bei den jetzigen Rechnungen in
anderer Bedeutung (8. 182) gebraucht haben, die frithere (8. 159)

zuriick, d. h. wir setzen
gl =Uu + g}

n=v + 1,
fi=w4§.

’'e
4 =

Zugleich machen wir

Wir haben dann
E=—u,
"_71_='v’
§—|=w}
= + B,
n? =0 + 0,
r=w4 g,
b =rw + 9,
C.E-|=wu+ff, .
Eny—uv &7,
EP=w+3uF 4P,
Eim?=uv® +un?+ 20En+ En?,
Ebi=uw'tul+20wEE+ER uws w
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Dadurch werden unsere jetzt abgeleiteten Gleichungen
Dg? =R T
Dy =xulf + 8 —28),

D— —_
_5171]'! = —3xp Eq,

DEEEATTLD g0 (WEF7HE) —3 B 0B +0ED)— EET7HE)

Dgi Dy D§,

== 2y DE; + 2v IE)':" + 2w 15)'5‘ —2xp (B2 2 + ©).

Ihre Vergleichung mit den fritheren (S. 174ff.) ergiebt:
— 23 ¢ 1 (0
i+ P—2B) =22 (8 1 (Gt 4 2o 00,
0 [
Sxpfy = — % ?T; + 73 ’

2 (%)

2xp k@ + 7+ )= —5 5 &%

u
Da die Factoren von x auf den linken Seiten erfahrungsmissig klein
gind, wie schon 8. 167 bemerkt wurde, so muss x sehr gross sein.
Aus jeder dieser Gleichungen erhdlt man durch Vertauschung der
Buchstaben zwei &hnliche, die wir auch gebrauchen werden, um die
Gleichungen auf S. 162 und 165 zu bilden.

§ 2.

Wir definiren nun p genauer, als es bisher geschehen ist,*) darch
die Gleichung

eE 4+ 7* + ) = 3p.
Wir finden dann nach S. 165:

ro=pB=p— g 2 (- G+ 5+
omertmr =g (G- s G 5+ 5)
L=wb=r—n P (F-vGEHE+E)
rmsie— R PEERE),

7= pti=— gy L G 20
Xv"l‘g_ﬂ=‘—-%% —g%_{_g_:

*) Denn die bisherige Definition (8. 165) bezieht sich nur auf den Fall, wo
F=r=F DL
Kirochhoff, Theorie der Wirme. 13
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Endlich:
EEFT e —— &2 28,
T O - & 2,
G 3w 7)-

Wir stellen die Differentialgleichungen, die wir hiernach haben, zu-
sammen.

1 dy, ov ow
0mtdu +@+—

l‘Y==P + 3u”( +3‘3% 3u+dy+8w)
pZ=p%y —“3,,.(-4 +;,a,(3"+ a"’))

o(F) (%) (%)

Hier sind mit Maxwell die Glieder, welche —:—, y -
ox oy rn

enthalten, fortgelassen, d. h. die Abhiingigkeit der Reibung von der
Temperatur ist nicht beridcksichtigt.*)
Endlich haben wir noch nach 8. 164 die Gleichung:

(%)

0=3p—; +2p (gg"" +aal:)
~n ((01)-'_ ) % u(a +

3%
: ( +a;)+ 55+a_y))

(6D sf%z,(%@))-

§ 3.

Wir haben Bis jetzt die Gasmasse uns als unbegrenzt gedacht;
bei Versuchen ist sie mit festen Korpern, die ruhen oder sich be-
wegen, in Beriihrung; wir nehmen an, dass die Differentialgleichungen
bis zu der Oberfliche gelten; an dieser sind dann gewisse Grenz-
bedingungen zu erfilllen. Als solche werden wir annehmen, dass

'!!-g'

*) Denn % hiingt aueschliesslich von der Temperatur ab, D. H.
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u, v, w in dem Gase dieselben Werthe haben, wie in dem festen
Korper, also verschwinden, wenn dieser rubt; und dass die absolute

Temperatur im Gase, die £ mal einer Constanten ist, gleich ist der

Temperatur des festen Korpers. Es stimmen diese Annahmen mit
den meisten Versuchen iiberein. In neuerer Zeit haben allerdings
Kundt und Warburg®) theoretisch und experimentell gezeigt, dass
die erstere genau richtig nicht sein kann, dass vielmehr, wenn man
nur die mittlere, durch %, v, w reprisentirte Bewegung ins Auge
fasst, ein Gleiten der Gastheilchen an der festen Wand stattfindet,
und dass dieses bei den hdchsten erreichbaren Verdiinnungen sich
geltend macht. Sie haben auch ein Bedenken in Bezug auf die die
Temperatur betreffende Annahme erhoben; ob dieses berechtigt ist,
ldsst sich, wie mir scheint, mit Sicherheit nicht entscheiden, da man
von der Wirmebewegung in festen Korpern zu wenig weiss.

Auf die Oberflichen der festen Korper werden von dem Gase
Druckkrdfte ausgeiibt; diese setzen wir den Werthen gleich, die
Xny Yn, Z, in dem Gase an der Oberfliche haben.

Die mit 71‘ proportionalen Glieder, durch welche unsere Glei-

chungen sich unterscheiden von den in erster Annéherung geltenden,
bedingen die Erscheinungen der Reibung und der Wirmeleitung.

Die Grosse 3[—1 2 heisst der Reibungscoefficient. Sie ist, wie man
sieht, bei gleicher Ii‘emperatur constant, d. h. vom Drucke unab-
héngig, und mit der absoluten Temperatur proportional. Die erste,
sehr merkwiirdige, theoretische Folgerung hat sich bis zu erheblichen
Verdiinnungen bewihrt; bei dem hdchsten Grade der Verdiinnung
gelang es Kundt und Warburg freilich, den Reibungscoefficienten
auf ein Drittel seines urspriinglichen Werthes zu reduciren. Die
Proportionalitit desselben mit der absoluten Temperatur ist niherungs-
weise beststigt. Fiir atmospharische Luft bei 15° C ist nach Kundt
und Warburg**)

1 p__ _ 1 mgr
8x u 0,0189 1 mm 1 sec’
fir Wasserstoff
1 p 1 mgr
Bx = 0,0092 1mm 1sec
§ 4.
Denken wir uns den Fall, dass
u=0,
v=20,
w=0

*) Pogg. Ann. 158, p. 337, 1875.
) 1. ¢, p. 539.
13*
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also auch

op
ot =0

so wird die letzte Gleichung:

@=é€? baé(%a_g:))"'ay( (p))"'az v g:)

Vergleichen wir diese Gleichung mit derjenigen, die wir frither
(8. 10) fir die Warmeleitung in einem ruhenden Korper aufgestellt

haben: 28 20
o (k5 3("%—3) o (k5
- oz 5

ot

wo k die Leitungsfihigkeit, ¢ die specifische Warme bedeutet, so
ergiebt sich:

’

1 p 6
k= g w26

dabei ist ¢ die specifische Wérme des Gases bei constantem Volumen,

weil ﬁ' = 0. Es ist also %, wie der Reibungscoefficient, mit % pro-
portional und’ von p unabhiingig; das ist in Uebereinstinmung mit
der Erfahrung. Berechnen wir den absoluten Werth von k. Ist ¢’
die specifische Warme bei constantem Druck, so ist nach unserer
Theorie

, _ b

c ==§0,

also
1 p 3 .,
k= w2¢)

das giebt aus den oben mitgetheilten Reibungscoefficienten bei
15° C fir
atmosphérische Luft, wo ¢’= 0,237, & = 0,00656 l—%
Wasserstoff 3,29 0,045.
Nach Versuchen von Stefan leitet Wasserstoff siebenmal besser als
atmosphérische Luft, und fiir die letztere ist

k = 0,0055 L&

1mm 1sec

Der Unterschied dieser Zahl und der theoretischen hat sicher den-
selben Grund, wie der Unterschied in Betreff des Verhiltnisses der
beiden specifischen Wirmen.

Wir wollen nun annehmen, dass die Geschwindigkeiten, so wie
die Aenderungen von p und p unendlich klein sind; dann verein-
fachen sich zunichst unsere fiinf Gleichungen dadurch, dass iiberall
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fir das Zelchen ; das Zeichen _t gesetzt werden kann, und dass p

und g, wo sie ausserhalb von Differentiationszeichen stehn, als con-
stant betrachtet werden konnen. Ueberdies nimmt die fiinfte Glelchung
diese Gestalt an:

2(3)

ou 5 p P
0=3p —~+ 20 (53 +ay 75) — 2w 43
Nehmen wir noch an, dass die Bewegung eine stationiire ist, so giebt
die Gleichung der Continuitat 2
o
oz + + a‘ 3

d. h. das Gas bewegt sich wie eine incompressible Fliissigkeit; die
vier ersten Gleichungen bestimmen u, v, w, die letzte:

0=a2
w

die Temperatur, die constant sein kann.

§ 5.

Wir wollen nun noch einige einfache Betrachtungen anstellen
iber ein Gemenge von zwei Gasen.

Wir kehren zu der Gleichung S. 159 zuriick, die ich mehrfach
als die Grundgleichung der kinetischen Gastheorie bezeichnet habe,
und wenden sie auf den ersten Bestandtheil eines solchen Gemenges
an. Wir setzen zuerst
) Qe=1, alsoauch 0=1
und der Kiirze wegen

d

' 8t+u‘8a:+v‘3y+w'b_s’
wir erhalten dann aus der Grundgleichung die Gleichung der Con-
tinuitat*)

1 dyp ou 3v ow

P_t d‘l“ + l it § + l
wofiir sich auch schreiben lasst

al‘l + a(#t“n) 3(#:"1) +3(l‘1"’|) 0.

Mit Hilfe hiervon wird dle Grundglelchung*"‘)

%) Zun#chst unter der Form:

Omy _o(nE) _ o(wymy) _ 3(#12'_)
ot ox oy 03
Hierbei ist u, die Masse des ersten Bestandtheils in der Volumeneinheit. D. H.
**) Hierbei ist wieder gesetzt: D == D, 4- D,, zur Unterscheidung der Zu-
sammenstdsse mit Molekilen erster und solcher mit Molekdlen zweiter Art. D. H.
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m (2084 7% 12

D D,
(21 7;19 — & ‘D-" Q ©y D:Q

+ 3(!‘1(513‘; “}) Q) + a(!‘: (ﬂlay_ v) Q) + a(ﬂu(gta’; Q) Q) N

Setzen wir hier _
Q=¢§, also 0=uy,

€nd benutzen die S. 187 fiir D'E' und P;Q gefundenen Werthe, so
l
kommt

X = py ‘2::1 — xpyfy (v — u) + 3%: (l"l & — “1)2)
+ E%/ (y'l(gl — ) (n — ”1))
+ 2 (mE =& — @),

K
v= a4V

Indem wir annehmen, dass die relativen Geschwindigkeiten, deren
Componenten §, — u,, 5, — v,, §, — w, sind, symmetrisch in Bezug
auf die verschiedenen Richtungen vertheilt sind*), erhalten wir
hieraus

wo

X =g %“ — Xy By (U — “x)+%%v
wenn
. Py = (& — )
gesetzt wird.
Wir wollen annehmen, dass die u, v, w so klein sind, dass sie
in dieser Gleichung vernachlissigt werden kdnnen, ausser wo sie mit
dem grossen x multiplicirt vorkommen. Dann wird dieselbe

b
WX =g p, (4 — uy) + p: :
Ebenso ist**)

0
P X = xp g, (uy —uy) + a’%‘;
und o
Py = &3,
Py = 5’

*) Diese Annahme entspricht der 8. 167 fiir ein einfaches Gas benutzien
Anniéiberung. D. H.

**) Hierbei ist X in beiden Gleichungen als gleich angenommen, d. h. es
wird vorausgesetzt, dass die aus der Ferne wirkenden Krifte nur von der
Masse, nicht von der sonstigen Beschaffenheit der Molekiile abhiingen. D. H.
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Wir setzen:
P+ p,=p.

o+ w) X =22,

und da g, 4+ p, die Dichtigkeit des Gasgemenges ist, so folgt hieraus,
dass p der Druck desselben ist; p, und p, sind die Theile des Druckes,
die von den beiden Bestandtheilen herriihren. Sie lassen sich auch
definiren als die Drucke, die stattfinden wiirden, wenn nur das eine
oder das andere Gas bei der Dichtigkeit, die es besitzt, und bei der
Temperatur, die das Gemenge hat, vorhanden wiire. Um die Richtig-
keit dieser Behauptung einzusehen, muss man in Betracht ziehen, wo-
durch die Temperatur bei einem Gasgemenge oder einem einfachen
Gase bestimmt ist. Wir machen die Hypothese, dass sie immer (bis
auf einen constanten Factor) die mittlere lebendige Kraft eines Molekiils
ist. Wir haben frither (8. 152) gesehen, dass bei einem Gasgemenge,
das im Gleichgewichte sich befindet, m, 2 — m, §,? ist; hieraus folgt
bei der aufgestellten Definition der Temperatur, dass bei einem Gas-
gemenge die Molekiile eines jeden Bestandtheils dieselben Geschwindig-
keiten haben, wie wenn dieser Bestandtheil allein bei der stattfindenden
Temperatur vorhanden wiire; woraus dann folgt, dass p, und p,, wie
angegeben, sich definiren lassen.

Dann i1st

§ 6.

Kehren wir nun zu unseren Gleichungen zuriick; nehmen wir
zuniichst an, dass Gleichgewicht besteht, also ¥, = 0, u, = 0; dann
haben wir
opy
oz !
dieselbe Gleichung, die bestehn wiirde, wenn das zweite Gas gar
nicht vorhanden wire. Wire Gleichgewicht in- der Atmosphire, so
miisste das Mischungsverhiltniss von Sauerstoff und Stickstoff mit
der Hohe variiren*); dass es das nicht thut, ist eine Folge der
Stromungen.

Nehmen wir andrerseits an, dass fiussere Kriifte nicht wirken,
dass aber ¥, und u, von Null verschieden sind; sie mogen aber nur
von z und ¢ abhingen und die v und w seien gleich Null. Man
hat dann

X =

0
% = %ty Uy (U — %),

)
’325' = xpty by (4 — u,),

*) Da Sauerstoff specifisch schwerer ist, so miasten die oberen Schichten
sauerstoffirmer sein. D, H.
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dazu die Gleichungen der Continuitét:
al"l + a(!‘:“x) 0’

3#:+3(ugu.) 0.

Diese Gleichungen enthalten die Theorie der Diffusion zweier Gase
in einer vertikalen cylindrischen R@hre; (von der Wirkung der
Schwere kann man bei ihr absehn, wenn das schwerere Gas ur-
spriinglich das untere ist.)

Die Temperatur soll immer und iberall dieselbe sein; dann ist

i — const.

und “
» : == const.;
daher ist auch

apl 4 Eat) a(Pl %) 0’
3(? u.)
%+

Aus den ersten Gleichungen folgt

op .
oz = 0;
aus den letzten:

+ 3(P|“I+P:“:) 0,

also durch Differentiation nach «:
a!
Fat (pyyy + pyuy) =0,

mithin ist p,u, 4 p,u, gleich einer linearen Function von x; an
Jedem Ende der Rohre ist aber u, = 0 und u, — 0; also allgemein

Py Yy + pyu, =0,
und daher auch
op
a_t == O.
Es ist also p der Zeit und dem Orte nach constant. Ferner ist, wie
soeben gefunden:

Uy = — Y, %)
also: '
Uy — Uy = — U P ’
)2
und:
a_P_|_= [t N
T % pip, PP
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(ad ot }
172

wo constant und mit % proportional ist. Nimmt man hinzu

op __ __ O(wpy)
ot ox ?
so folgt durch Elimination von u,:
op _ 1 ppy 13y,
ot % gyuy p ot
eine Gleichung, welche von derselben Form ist, als diejenige, die die
Wirmeleitung in irgend einem Korper bedingt. Die Grosse
151
% pypy P’
die von beiden Gasen abhingt, heisst der Diffusionscoefficient; er ist

mit dem Quadrate der absoluten Temperatir und mit 117 proportional.

Das stimmt iberein mit den Versuchen von Loschmidt.®)

*) Loschmidt. Wiener Berichte, M#rz 1870.
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Theorie von Clausius. — Molekille als elastische Kugeln. — Wahrscheinlichkeit
fiir die Zuriicklegung eines bestimmten Weges. — Mittlere Weglinge. — Be-
rechnung der von einer Schicht ,ausgesandten* Molekiile. — Bewegte Gas-
masse. — Anwendung des Maxwell’schen Gesetzes der Geschwindigkeitsvertheilung.
— Berechoung der Mittelwerthe derjenigen Geschwindigkeitsfunctionen, welche
in den allgemeinen Bewegungsgleichungen auftreten, unter Benutzung ver-
schiedener Anniiherungen, die aber, wie sich schliesslich zeigh, mit einander in
. Widerspruch stehen.

8§ 1

Bei den Betrachtungen, die wir iiber die Reibung, die Wirme-
leitung und die Diffusion der Gase angestellt haben, war die Max-
well’sche Hypothese wesentlich, dass die Molekille mit einer Kraft
sich abstossen, die der fiinften Potenz ihrer Entfernung umgekehrt
proportional ist. Maxwell hat diese Hypothese hauptsichlich damit
gesttitzt, dass das aus ihr folgende Resultat, der Reibungscoefficient
sei proportional mit der absoluten Temperatur, mit den Beobachtungen
in Uebereinstimmung sei. Doch ist diese Uebereinstimmung noch
zweifelhaft, und auch von anderer Seite sind Bedenken gegen diese
Hypothese erhoben worden. Eine andere Hypothese, die aufgestellt
ist und wegen ihrer verhiltnissmissig grossen Anschaulichkeit viele
Anhinger gefunden hat, ist die, dass die Molekiile als elastische
Kugeln zu betrachten sind, die gar nicht auf einander wirken, so
lange sie einander nicht beriihren, bei eintretender Berithrung aber
von einander abprallen. Diese Hypothese kann aber nicht auf dem
Wege verfolgt werden, der bei der Maxwell'schen zum Ziele gefiihrt
hat.*) Um hier zu der Theorie der Reibung, Wirmeleitung und
Diffusion zu gelangen, sind gewisse Betrachtungen iber die Weg-
lingen erforderlich, die ein Molekiil zwischen zwei auf einander
folgenden Stbéssen zuriicklegt.

Wir denken uns ein scheinbar in Ruhe befindliches Gas und
wollen die Wahrscheinlichkeit dafiir aufsuchen, dass ein Molekiil

*) Dieser Punkt erscheint dem Herausgeber doch noch einer besonderen
Untersuchung werth.
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einen Weg von der Liénge r zurficklegt, ohne mit einem anderen
zusammen zu stossen.

Wir denken uns nach Clausius®) zuerst ein rukendes System von
Molekiilen, die regellos so vertheilt sind, dass auf die Volumeneinheit
n, kommen, und ein mit constanter Geschwindigkeit bewegtes Molekiil.
Die Wahrscheinlichkeit, dass es, ohne anzustossen, die Strecke 1
zuriicklegt, sei

e,
die Wahrscheinlichkeit, dass es die Strecke 2 zuriicklegt, ist dann**)
e—ia’
u. 8. w.; also die Wahrscheinlichkeit, dass es auf der Strecke r nicht
anstosst, ist gleich

e er,
Ist r unendlich klein, so kann man diese Wahrscheinlichkeit noch
anders ausdriicken und dadurch eine Bestimmung von « erlangen.
Man denke sich senkrecht zur Bahn des bewegten Molekiils durch
dasselbe gelegt eine Flicheneinheit. In einem rechtwinkligen Parallel-
epipedon, dessen Basis diese, dessen Hohe r ist, befinden sich n,r
Molekiile. & sei der Durchmesser eines Molekiils; jedem jener n,r
Molekiile entspricht dann eine Kreisfliche von der Grisse me?, die
fir den Mittelpunkt des bewegten Molekills nicht frei ist***); von
der ganzen Flicheneinheit ist also n,wé&?r nicht frei und 1 — n, wer
ist frei; also die Wahrscheinlichkeit, dass das Molekill auf dem
Wege r nicht anstosst, ist gleich

1 — nmelr
und dieses muss gleich sein

e sr=1—ar,

d. h. es muss sein:
o« =n .

§ 2

Es sei A die Geschwindigkeit des bewegten Molekiils, ¢ die Zeit,
die es braucht, um den Weg r zuriickzulegen, dann ist nach dem
Vorigen

e—aht — e—n.nn’hl

die Wahrscheinlichkeit, dass das Molekiill wihrend der Zeit ¢ nicht
anstosst. Dieser Ausdruck behilt dieselbe Bedeutung auch, wenn die
bisher als ruhend gedachten Molekiile alle mit derselben Geschwindig-

*) Clausius. Pogg. Ann. 105. p. 239. 1858.
*#) gleich dem Product ¢e~%. ¢~ % (vgl. 8. 136). D. H.
***) Denn dieser Mittelpunkt kann sich dem Mittelpunkt eines anderen
Molekiils hochstens bis auf die Entfernung & nihern. D. H.
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keit in gleicher Richtung sich bewegen, falls 2 die relative Ge-
schwindigkeit des einen Molekiils gegen das System bedeutet. Die
Componenten der Geschwindigkeit des Systems mogen in den Inter-
vallen zwischen £, und &, + @&, 5, und 5, 4 d7,, § und §;, + d¢,

liegen und es sei
ny = f(&, m, &) 4§, dn, df,
und die Komponenten der Geschwindigkeit des einen Molekiils seien
& n, & so dass
h=yE—&2+ 0 —n)+ E— 8%
die genannte Wahrscheinlichkeit ist dann
e—n®hrdk am dlit,

Nun seien mehrere oder viele solcher Systeme von Molekiilen vor-
handen; dass unser Molekiil in der Zeit ¢ nicht mit einem Molekiile
der verschiedenen Systeme zusammenstosst, sind unabhdngige Ereig-
nisse; die Wahrscheinlichkeit, dass es mit keinem zusammenstésst,
ist also das Product der Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass es nicht
mit den einzelnen zusammenstdsst, mithin

+ o
_uwff_ﬁf(e.. b dk am at,
e —® .

Nennen wir wieder » den Weg, den das eine Molekiill in der Zeit ¢
zuriicklegt, so dass

r—t/EF R,
so ist derselbe Ausdruck oder

ﬁ’fﬁffﬁ/(&.m.m dg, an, ab

¢ =W =eFr,
wobei

+ o
ﬂ"ﬁﬁ'lf kf(Eyy myy &) 48, d7y dEy,

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Molektil den Weg r ohne
Anstoss zuriicklegt
Haben wir im Ganzen n Molekiile, so werden von diesen nW
den Weg r, ohne anzustossen, zuriicklegen, und n(W + )
den Weg r 4 dr. D. h.
aw

—n-dr=nfefrdr

Molekfile werden einen Zusammenstoss erleiden, wenn der durch-
laufene Weg zwischen r und r 4 dr liegt. f-e-87dr ist also die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der bis zu einem Stosse zurfickgelegte
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Weg in diesem Intervalle liegt. Umgekehrt ist derselbe Ausdruck
auch gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Molekiil den .
letzten Zusammenstoss in einem Abstande erlitten hat, der zwischen
r und r 4 dr liegt. Das Gesagte gilt auch, wenn das Molekiil im
Augenblick, indem r =0 ist, gerade einen Zusammenstoss erlitten
bat*); daraus folgt, dass Be—Ardr auch als die Wahrscheinlichkeit
dafiir bezeichnet werden kann, dass der Weg eines Molekiils zwischen
zwei Stossen zwischen r und r 4 dr liegt.

§ 3.

Der Mittelwerth aller zuriickgelegten Wege r wird die mittiere
Wegldnge genannt; sie ist gleich

/‘ﬂe—l"dr re== %fye“'dy
0 0
1 ' |
=gy =] =5
so dass 8 eine einfache angebbare Bedeutung hat. Sein Werth ist

eine Function von §, %, { oder vielmehr von JEZ - 52 4 §* wegen
der Symmetrie der Bewegung. Dieselbe ist von O. E. Meyer (Die
kinetische Theorie der Gase, 1877) unter Annahme des Maxwell’schen
Gesetzes fiir die Vertheilung der Geschwindigkeiten der Molekiile
berechnet; wir wollen sie unter der einfacheren Annahme berechnen,
dass die Geschwindigkeiten alle von gleicher Grosse sind, einer An-
nahme, welche Clausius seinen Rechnungen in der kinetischen Gas-
theorie zu Grunde gelegt hat. Nennt man g diese Geschwindigkeit,
¥ den Winkel, den die Bewegungsrichtung eines beliebigen Molekiils
mit der des einen Molekiils bildet, N die Zahl der Molekiile in der
Volumeneinheit, so hat man hier nach S. 204**)

*) Denn in jedem Falle ist die berechnete Wahrscheinlichkeit unabhingig
davon, welche Strecke das Molekil vorher ohne Anstoss zuriickgelegt hat,
bez. sphiter ohne Anstoss zuriicklegen wird. Ueber diesen Punkt, der leicht zu
einem Trugschluss Anlass giebt, vgl. ausfiihrlicher Clausius, Kinetische Theorie
der.Gase, p. 208 (§ 3). D. H.

*¥%) Das dreifache Integral reducirt sich wegen der Constanz von
tntt+it=—gt
auf ein zweifaches. Dabei ist

(6 70 £) by d, Aty = 1 sin & 40 da

die Zahl der Molekiile in der Volumeneinheit, deren Geschwindigkeitsrichtung
in den Intervallen zwischen & und & 4 d#, o und o 4 do liegt. Ferner ist

h=VE—E)'+ 0 —n)f+ &~ &) =V2g4" —2g%cos &. D. H.
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“ﬂﬂ

B = “;‘ 4,‘./ V2g’(l—cos&)sm8 a9 do

1
= Nne’j;inﬁ sin—'g— adp =%zs’ N,
0

also

L_3_1_.
] 4 et N

§ 4.

Denken wir uns nun in dem Gase eine Kugel 4, deren Mittelpunkt
der Anfangspunkt der Coordinaten sein mdge und deren Radius un-
endlich klein gegen die mittlere Weglinge der Molekille*) ist. Das
Voluren derselben soll als die Volumeneinheit bezeichnet werden.

Wir wollen untersuchen, wo die Molekiile, die in der Kugel in
einem Augenblicke enthalten sind, sich befanden, als sie den letzten
Zusammenstoss erlitten. Wir fassen zuerst die Molekiile ins
o—— Auge, deren Geschwindigkeitscomponenten £, 7, § sind.*)

:aTB Diese sind alle in einer Richtung angekommen und befanden
sich in jedem Augenblicke (nach dem letzten Stosse, den
sie erlitten haben,) in einer Kugel B von gleichem Radius,
deren Mittelpunkt auf der Linie liegt, die durch den An-
fangspunkt in der der Geschwindigkeit (€, %, ) entgegen-
gesetzten Richtung gezogen ist. Diese Kugel schreitet mit der
4 Geschwindigkeit (£, 5, {) vor.***) Denken wir uns um den An-

fangspunkt zwei grosse Kugelflichen mit den Radien r und r+4-dr
beschrieben, und die eben besprochene kleine Kugel ganz nahe an
der inneren Seite der Kugel vom Radius r; fiir ein Molekiil der
kleinen Kugel ist die Wahrscheinlichkeit, dass es den letzten Zu-
sammenstoss in der Schicht von der Dicke dr erfahren hat, gleich
p dr;t) d. b, ist n die Zahl der Molekiilet}) in der kleinen Kugel,
also in der Volumeneinheit, so haben von diesen

nfadr

den letzten Zusammenstoss in der genannten Schicht erlitten. Von
diesen Molekillen kommen aber nicht alle, sondern nach S. 204 nur

Fig. 17.

*) und unendlich gross gegen den Durchmesser eines Molekiils. D. H.
*#) Im Folgenden ist die Annahme, dass alle Geschwindigkeiten von gleicher
Grosse sind, wieder aufgehoben. D. H.

**%) Wir betrachten nun alle in dieser beweglichen Kugel enthaltenen Mole-
kille mit der Geschwindigkeit (§, 7, £), nicht blos diejenigen, welche den
Anfangspunkt wirklich erreichen. D. H.

1) Ergiebt sich aus dem Ausdruck f-¢#"dr (S.204) fir r=0. D. H.
1+1) mit der Geschwindigkeit (¢, n, £). D. H.
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e~8rnf dr
in der um den Anfangspunkt beschriebenen kleinen Kugel an, ohne
einen Zusammenstoss erlitten zu haben. - (Diejenigen, die einen Zu-
sammenstoss erlitten haben, kommen dort gar nicht oder nicht mit
der Geschwindigkeit (£, 7, {) an.) Der gefundene Ausdruck beant-
wortet die aufgeworfene Frage fiir die Molekiile von der Ge-
schwindigkeit (§, %, {),*) eine Probe fiir seine Richtigkeit ist die

Gleichung**)
fe—ﬁ’ nBdr=n.
0

Nennen wir wieder f (£, 5, {) d§ dy df die Zahl der Molekille in
der Volumeneinheit, deren Geschwindigkeitscomponenten in den Inter-
vallen d§, d7, df liegen,***) so finden wir, dass unter den von der
Schicht von der Dicke dr ausgesendeten Molekiilen dieser Art

Befrar [(§, n, £) dE dq at
in die kleine Kugel am Anfangspunkte gelangen.

§ 5.

Nun denken wir uns eine bewegte Gasmasse; um die Betrach-
tungen etwas abzuktirzen, nehmen wir die scheinbare Bewegung aber
als stationir an. Wir setzen weiter u, v, w im Anfangspunkte
gleich Null. :

In die Kugel 4 werden auch hier von allen anderen Theilen der
Gasmasse Molekiile hingesendet sein und auch jetzt wird der letzte
Ausdruck niiherungsweise seine Bedeutung behalten, wenn nur be-
ricksichtigt wird, dass /' (€, %, {) vom Orte der Kugel B abhingig
ist. (Streng genommen wird freilich § in den verschiedenen Theilen
der Gasmasse etwas verschiedene Werthe haben).

Ferner wird nach Maxwell (S. 166) néherungsweise

B G ol U e i (2

F om0 == “’

nta

gesetzt werden diirfen, wo N, «, u, v, w Functionen von z, y, 2

sind.
Es wird / als lineare Function von xz, y, z angesehen werden

kdnnen, also

*) D.h. von den genannten in der Einheitskugel befindlichen % Molekiilen
befanden sich beim letzten Zusammenstoss e~ #” ng dr in einer Entfernung
zwischen v und r 4 dr vom Anfangspunkt. D. H.

*s) Denn das Integral giebt die Zahl derjenigen Molekille an, die sich
beim letzten Zusammenstoes in einer Entfernung zwischen 0 und 0o vom An-
fangspunkt befanden. D. H,

***) Also f (. n, §) df dyn df=mn. D. H
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r=t+30) =+ &) v + (&),

wo rechts in £, 8;

In f kommen zwei Constanten N, e vor, die Dichtigkeit und
Temperatur bedingen; diese sind als lineare Functionen, u, v, w als
homogene lineare Functionen von z, y, z anzusehen. Hiernach ist*)

(gf) ot 3N ofy O ofe 0w df, Ov of, ow
T

x, y, z=10 zu setzen sind.

oN d.'c da O0x 0t ox on oz 0t oz
Setzen wir
e=E8+n48
go ist f, eine Function von ¢, also
N o 1
=ttt s Cataiz+ed.
Ferner ist*¥*)
Tiy:ze=f:n:§,
also
rT==r

Yy= r,

Z =

r.

olre © |3 o e

Daher ist die Zahl der Molekiile in der Kugel 4, deren Geschwindig-
keitscomponenten in den Intervallen d§, dn, df liegen und die von
der Schicht von der Dicke dr ausgesendet sind, gleich

Betr dr f, At dn dt

Forer oot o T B4 2
+B @+ S+ 5 )
1 of, (0% ow
'——0“55( Ez+ay +'37 —3? W)E"

+ G+ D) e+ (G + D) ee))

Diesen Ausdruck integriren wir in Bezug auf r von O bis co und
erhalten dadurch die Zahl der Molekiile in der Kugel 4, deren Ge-
schwindigkeitscomponenten in den Intervallen d§, d7y, df liegen,
gleich

*) wobei benutzt wird, dass

of __of
aF W8 W D. H.
il T 8. W
**) g, y, £ sind die Coordinaten eines Punktes der Kugelschicht dr, von

der die Molekille nach dem Anfangspunkt ausgesendet werden. D, H.
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fo d§ dan at 4 aga.,ag{glf;c £+ 4270
+ (22 §+,,,,J + 258
G e D)
+ @+ 50 e+ G+ (D) e

Integrirt man diesen Ausdruck nach &, %, £ von — oo bis 4 oo, so
erhiilt man die Gesammtzahl, N, der Molekiile in der Kugel 4; und
integrirt man, nachdem man ihn mit O multiplicirt hat, so erhilt
man NO.

Die Ausfithrung dieser Integrationen w1rd dabei wesentlich da-

durch erleichtert, dass /,, i%f%” 32", —g-? und B Functionen von

0 = E* 4 %° 4 &? sind, und dass in Folge dessen zu dem Werthe
des Integrals alle diejenigen Glieder nichts beitragen, in denen jene
Grossen mit einer Function von §, %, { multiplicirt vorkommen, die
in Bezug auf eine oder mehrere dieser Grossen eine ungerade ist.
Eine Folge desselben Umstandes ist es, dass in jedem Gliede die
Zeichen §, 7, ¢ beliebig vertauscht werden kdnnen, ohne dass der
Werth des Integrals gedindert wird.

§ 6.
Durch unmittelbare Integration des letaten Ausdruckes erhilt
man hiernach

ff fo dE dy dt + M+3J+az)>< Factor.

Aber nach der Gleichung der Continuitiit ist fiir die Kugel 4:

ow
ox+ay aalry =0,

da wegen des stationiren Zustandes %:" == 0 und ausserdem u, v, w

verschwinden; also ist

Fe
.’V=ffjf,, d§ dy dg,
wie es sein muss. ®

Mit Leichtigkeit erhiilt man die Werthe von 2, £ u.s.f., die
die Relbung bedingen.*) Sie ergeben sich von derselben Form, wie

*) Indem man dem oben angegebenen Verfahren gemiiss setzt: @ =¢E2, &7,
u.s.f. D. H

Kirchhoff, Theorie der Wiirme. 14
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wir sie frither gefunden haben; es wird z, B. gy = %% + gg , multi-
plicirt mit einem Factor, der den Reibungscoefficienten bestimmt.

Um die Wirmeleitung zu untersuchen, muss man §(§24n?4¢?)
berechnen; hier tritt der Factor
ofo ¢N cfy O
oN 2 T 2a g
auf.*) Fassen wir nur den Fall ins Auge, dass u, v, w iiberall
verschwinden, dass wir also nur Wirmeleitung ohne scheinbare Be-

wegung haben, so muss sein:
p = const,
d. b

Na® = const

und aus dieser Gleichung ist © 9 durch g{; auszudriicken.**) That
man das, so erhilt man filr §(§2 + 7? + §2) wieder einen Aus-
druck von derselben Form, wie wir ihn bei der Maxwell'schen
Theorie gefunden haben (S. 194).

Berechnet man aber £ ***) s0 kommt man auf einen Widerspruch.
Diese Grosse ergiebt sich offenbar nicht gleich Null, wie es der An-
nahme der scheinbaren Ruhe entspricht. Meyer erfiillt diese Glei-

il: 7:; bestimmt; bei ihm wird dann
aber nicht N &? = const, was cbenso nothig ist. Der Grund des
Widerspruchs liegt in einem Fehler der gemachten Hypothese,t)
bei der Grossen vernachldssigt sind, die freilich nur klein sind, aber
von derselben Ordnung als die beibehaltenen 1)

*) Denn durch die Multiplication mit @ = £(£2 4 n® + £?) entstehen im
Uebrigen nur Glieder, die in Bezug auf &, 5 oder { ungerade sind und daher
bei der Integration fortfallen, D. H.

**) Nétmlich:

chung, indem er ibr gemiss

gi:-g--:lva i—g::o. D. H.
#*+) Durch Multiplication mit & und Integration. D. H.
1) Wohl besser: der angestellten Rechnung. D. H.
11) Vgl. ferner Boltzmann, Wiener Sitzungsberichte:
vom 10. October 1872, (66, p. ©13),
w 14, 1876, (72, p. 427),
» 15. Januar 1880, (81, p. 117),
, 17. Juni  1881. (84, p. 40),
» 16, December 1881. (84, p. 1230).
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